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Estimadores Extremos

No livro de Hayashi € definida a classe de estimadores extremos:
ML, NLLS, CDE e GMM.

Um estimador @ é chamado de estimador extremo se existe uma
funcao objetivo escalar Q,(0) tal que

mgax {Qn(0)} s.a. 6 € © CRP (1)

tal que © (o espaco dos parametros) € o conjunto do valo-
res possiveis para 0s parametros. Restricao no conjunto de
parametros: subconjunto do espaco Euclidiano com dimensao
finita *P. Q,(0) ndo depende apenas de 8 mas também depende
da amostra (wq,wo,...,wy), tal que w; € a observacaoten é o
tamanho da amostra. O subescrito n sinaliza a dependéncia do
tamanho da amostra.



Estimadores Extremos: Medindo 0

O problema de maximizacao (1) pode nao ter uma solucao. Re-
lembrar o seguinte fato de calculo:

Faca h : RP — R ser continua e A C RP ser um con-
juto compacto (fechado e limitado). Ent3ao A possui um
maximo no conjunto A. Isto é, existe um x=* € A tal que
h(x*) > h(x) para todo x em A.

Portanto, se @Qn(0) € continuo em 6@ para qualquer amostra
(w1, wo,...,wy) € © é compacto, entdao existe um 6 que soluciona
O problema de maximizacao em (1) para qualquer amostra.
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Quando se tem solucdes multiplas, poderiamos escolher uma
delas. Entdo 6 é uma funcdo dos dados. Ser uma funcdo do
vetor dos dados (w7, wo,...,w,) ndo é suficiente para fazer 0
uma variavel aleatéria bem definida. 8 precisa ser uma funcio
mensuravel de (wq,woy, ..., wn).

Lema 7.1 (existéncia de estimadores extremos): Suponha que
(i) o espaco dos parametros © € um subconjunto compacto
de RP, (ii) @Qn(0) é continua em 0 para qualquer (w1, wo, ..., wn)

e (iii) Qn(@) € uma funcao mensuravel dos dados para todo
0 em ©. Entdo existe uma funcdo mensuravel 8 dos dados
que soluciona (1).

Comentario: na maioria das aplicacoes nao se sabe o limite supe-
rior ou inferior do parametro verdadeiro. Mesmo se soubessemos



estes limites nao estao incluidos no espaco dos parametros, iSSoO
significa que 0 espaco dos parametros nao € fechado. Ent3o a
hipotese de conjunto compacto para © é algo que se deseja evi-
tar. Hayashi troca a hipotese de conjunto compacto por alguma
condicao que sao satisfeitas em muitas aplicacoes.



Duas Classes de Estimadores

Estimadores M: Um estimador extremo é€ um estimador M se
a funcao objetivo € uma média amostral:
1 n
Qn(0) == 3~ m(wy; 6) (2)
i=1
tal que m é uma funcao de valor real de (wy; 8). Dois exem-
plos: maxima verossimilhanca (ML) e minimos quadrados
nao-lineares (NLLS).

GMM: Um estimador extremo € um estimador GMM se a funcao
objetivo pode ser escrita como:

Qn(6) =~ 9u(6) W () 3)



n(0) = = 3" g(wy; 0)

Kx1 nt:].

tal que W é uma matriz K x K simétrica e positiva definida
que determina a distancia ¢gn(0) de zero. Como visto no
capitulo 3, maximizar esta funcao € equivalente a minimizar
a distancia da funcao objetivo (a deflacao da distancia por 2
simplifica a expressao para a derivada da funcao objetivo).

Classical minimum distance estimador (CMD) ndo cabe nes-
tas classes. A funcao objetivo da CMD por ser escrita como
—%gn(a)’v“vgn(e), mas ¢gn(0) Nnao é necessariamente uma média
amostral. Entretanto, o teorema de consisténcia da proxima
secao € geral o suficiente para cobrir esta classe de modelo.



ML: Maxima Verossimilhanca

Caso da ML para um conjunto de sequéncias {wy} iid. Neste caso
a densidade de {w;} € um membro de um familia de densidades
indexada por um vetor de dimensao finita 0 : f(w:; 0),0 € ©.*
A formula funcional f(-) é conhecida. O modelo é paramétrico
porque o vetor de parametros @ € de dimensao finita. No vetor
verdadeiro de parametros, 6p, a densidade do PGD verdadeiro €
f(wye; ). Se diz que o modelo é corretamente especificado se
O € O©.

Dado que {w;} € iid, a densidade conjunta dos dados (w1, w>, ..., wy)
é

fwy, wo, ..., wn; 0g) = [] f(wy; 6p) (4)
=1

*Como {w:} € iid, a forma funcional f(-) ndao depende de t.



Com a distribuicao completa dos dados, o método de estimacao
natural € ML. Quando se troca o vetor Oy pelo vetor hipotético
0, a densidade é denominada funcao de verossimilhanca. O esti-
mador ML de 8y € 0 8 que maximiza a funcao de verossimilhanca.
Uma vez que a transformacao em log € monotdnica, maximizar
a funcao de verossimilhanca € equivalente a maximizar a funcao
de log verossimilhanca:.

log f(w1,wo,...,wy; 0) = log {ﬁ f(wt;H)] —

t=1
n
= > log f(w¢;0) (5)
t=1
Portanto, o estimador de g € um estimador-M com

m(wy;, 0) = log f(wy; 0) (6)



e, Qu(8) == 3" log f(w;; 0)
My=1

e A |log verossimilhnanca média nao deve assumir uma forma
simples como esta se {w;} possui correlacdo seriada.

e ML n3o é a unica forma de se estimar o vetor de parametros.
Por exemplo, fagca u(@) ser a expecativa de w; implicada pela
funcdo de densidade f(wy; 0). Esta é uma func3ao conhecida
de 6. Por construcao vale a seguinte condicao de média-zero:

Elw; — p(69)] =0 (7)

O vetor de parametros 8gy) pode ser estimado por GMM com
g = (wy; 0)w; — () na funcdo objetivo.



e Eficiéncia: como sera mostrado, o estimador ML é consis-
tente e assintoticamente normal sob condicdes suficientes.
Se acredita que o ML é€ eficiente (i.e. atinge a variancia as-
sintética minima) em uma classe de estimadores assintotica-
mente normal e consistente. Esta crenca geral foi mostrada
ser errada por contraexemplos. Apesar disso, ML é eficiente
para uma classe geral de estimadores que sao assintotica-
mente normal — uma dessas classes € GMM.



Exemplo 7.1

Estimando a média de uma distribuicao normal: faca o dado
(w1, ...,wp) S€r uma sequéncia de escalar iid com distribuicao de
wy dado por N(u,o2). Entdo 0 = (u,02) e

. 2
FQw p,0%) = —— S exp [—(wt%f) ]

210
A log verossimilhanca média dos dados (wq,...,wp) €

10 5
=Y logf(ws p,0%) =
=1

1 1 [ (wy — p)?
— 5 log(27) — 5 |Og(0'2) - gt;l [ t20.2,u

] (8)

O estimador ML de (uo,ag) é um estimador extremo com @Q,(0)
com a log verossimilhanca acima. Por hipdotese, assuma a variancia
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COMO positiva, mas que Nnao existe nenhuma restricao a priori So-
bre o valor de pg, entao o espag¢o de parametro © € x4 4, tal
que §)’t|_+ € 0 conjunto positivo de numeros reais. O estimador
ML de ug € a média amostral de wy. O estimador GMM de pug
baseado na condicao de média zero E(w; — pug) = 0, também € a
média amostral de wy.



ML Condicional

Na maioria das aplicacOes o vetor w; é: yr € . O interesse
do econommetrista € saber como a; influencia a distribuicao
condicional de y; dado x:. y+ € a variavel dependente e x4 € O
regressor.*

Faca f(y: | ¢, 0p) ser a densidade condicional de y; dado x¢, €
faca f(x¢; ¥g) ser a densidade marginal de x;. Ent3do, a densidade

-~

conjunta de w; = (y¢, bmay)’ é:

fQyt, e, 00,%0) = f(ys | T4, O0) f (x4, Yo) (9)

Suponha por enquanto que 0g € ¥ nao sao funcionalmente re-
lacionados. A log verossimilhanca média dos dados (wq, ..., wn)

*Os resultados valem para y; sendo escalar ou vetor.



é

LS log flw 0,9) = =3 log f(y: | @r; 0)
=1 Ni=1
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log verossimilh%ca condicional
1 mn
+ - > log f(x¢; ) (10)
t=1

O estimador ML condicional de 8p maximiza o primeiro termo
de (10), ignorando o segundo termo. Este é um estimador-M
com:

m(wy; 0) =109 f(y; | 1, 0p), isto € (11)

Qn(0) = = 3" log f(y: | )
=1

O segundo termo de (11) é a log verossimilhanca marginal média.



Este termo nao depende de @, entao a estimativa ML condicio-
nal de 8g € numericamente a mesma se 0 segundo termo fosse
incluido.

Relagao funcional entre g e 1¥g: por exemplo, 6y e g podem
ser dividos como:

e 0p = (agp,8p)

e 1o = (Bp,7)

Neste caso o estimador completo e o condicional nao sao mais
numericamente iguais. Neste caso, o estimador ML condicional



de Oy € menos eficiente do que o ML completo obtido da ma-
Ximizacao conjunta. Em varias aplicacdoes a perda de eficiéncia
€ inevitavel porque nao se pode especificar a forma parametrica

para f(x ).



Exemplo 7.2

Regressao linear com erros normalmente distribuidos. Consi-
dere um modelo com erros homocedasticos e normalmente dis-
tribuidos, entao

{yt, z} € iid.
yt = ;B0 + & (12)

et | ©r ~ N(0,03)

A versossimilhanca de y¢ | ¢, f(y: | ¢, 0), € a funcao de densidade
de N(z}B,03). Dado 8 = (3,02) e wy = (yt, x})’, entdo a funcdo
m €
m(wy; wy) = log f(y; | z4; 8, 02) (13)
8



_ Iog{ 1 exp [_(yt—wéﬂ)zn

2mo 202

!

N
— —% log(27) — log(o) — % <yt _Jwt6> (14)

O espaco dos parametros © é §RK><3%_|__|_, tal que K é a dimensao
de B8 e ;4 € o conjunto de nimeros positivos reais refletindo
a restricdo o2 > 0.



Exemplo 7.3 (Probit)

No modelo probit, a variavel escalar dependente y; € binaria
(y¢ € {0,1}). Por exemplo, y; = 1 se a mulher decide entrar
no mercado de trabalho e yy = 0 caso contrario. x; pode incluir
a renda do marido. A probabilidade condicional de y; dado um
vetor de regressores x; € dado por

flye = 1| x; 0g) = P(x160) (15)
flyt = 0| @4 6p) = 1 — P(a;00) (16)
onde d(-) é a funca de densidade cumulativa da distribuicao
normal padronizada. Isto pode ser escrito compactamente como

}(1—%)

f(ye | 243 00) = D(a}6)" |1 — d(x;60) (17)



Se ndo existe nenhuma restricdao a priori sobre 6y, 0 espaco de
parametros © € RP. O estimador ML de 6y € um estimador-M
com m funcao dada por

m(wy; 0) =109 f(yt | ©¢;0) =
= y¢ log ®(x;0) + (1 — yp) log[1l — ®(x;0)] (18)



Invariancia do ML

Os estimadores ML condicional e completo possuem um numero
de propriedades desejaveis. Uma delas € a invariancia — que vale
para amostras finitas.

Descricao: considere reparametrizar o modelo por um mapea-
mento ou funcdo A = 7(0) definido em ©. Faca A ser o intervalo
do mapeamento:

AN=71(0O)={A| A= 71(0) para algum 0 € ©} (19)

Por definicdo, para todo A em A, existe pelo menos um 6 tal
que A =7(0). O mapeamento

T:0 = A
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€ chamado de reparametrizacao se ele € um para um — para todo
A em A, existe apenas um 60 tal que A = 7(0). Este unico 0 &
uma funcao de A.

Este mapeamento de ©® em A é chamada a inversa de T e repre-
sentado por 7—1. Se diz que um estimador extremo 8 é invariante
a reparametrizacao T se o estimador para o modelo reparame-
trizado € 7(0).

Faca Qn()\) ser a funcio objetivo associada com o modelo repa-
rametrizado. Um estimador extremo € invariante se e somente
se

On(X) = Qn(7~1(\)) para todo A € A (20)

Para ver isto faca A = 7(0). Para qualquer A € A, temos Qn(A) =
Qn(T71(N)) < Qn(0), porque & maximiza Qn(0) sobre © e 71



estda em ©. Mas Qn(0) = Qn(r71(N)) = 0 (N). Entdo Qn,(N) <
Qn(X\) para todo X € A.

ML é invariante a reparametrizacao porque a verossimilhancga
ap6s a transformacdo é f(;A) = f(;7~1(\)), que produz a
funcao objetivo que satisfaz (20). (GMM n3ao € invariante.)



NLS

Assuma o vetor particionado: wy = (y¢, «})’. O modelo no NLS é
um conjunto de processos estocasticos {y:, x+}, tal que a média
condicional E(y: | ), que € funcao de x, € um membro da
familia paramétrica de funcdes p(xy;0), 8 € ©. A forma funcional
de ¢(-;-) € conhecida. Se 6y € o parametro verdadeiro, entao
E(yt | ®t) = o(x¢;0) para o PGD verdadeiro wy = (y, x})’. Se
definirmos ¢; = y; — E(y; | ), entao o modelo corretamente
especificado pode ser escrito como

yr = o(x;0) + &4 (21)

tal que E(et | ) = 0 e 8 € ©. O método largamente utilizado
para estimar este modelo € o minimos quadrados (minimizar a
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soma do quadrado dos residuos). O estimador NLS é o minimo
dos quadrados aplicado a (21). NLS é um estimador-M com:

m(wy; wi) = —lys — E(ye | 24)]° (22)

Qn(0) =~ 3" [y — ECyr | 2]
t=1

A maximizacao de Qn(8) € a mesma da minimizacao do soma
dos quadrados dos residuos.



Exemplo 7.4 (CES)

Funcao de producao CES com erros adtivos. Considere a funcao
de producao CES:

Qr = Ao [Sok; ™ + (1 —30)L;°] /P e (23)

tal que @; € o produto no periodo t, Ky € o0 estoque de capital,
L; € o trabalho e ;¢ € o choque aditivo com E(e; | K¢, L) =0

Esse € um modelo de média condicional (21) com y; = Q¢, ¢ =

(K¢, Lt)', 8o = (Ao, 0, p0)’ € w(xt; ) = Ag [50Kt_po + (1 - 50)Lt_po]_1/po-
As propriedades usuais de funcao de producao (monotonicidade,
concavidade) sao satisfeitasse A >0, 0<d<1le —-1<p, O0que
determina o espaco dos parametros ©.
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GMM linear e nao-linear

O modelo GMM linear é:

yt = 2100 + e (24)

com ax; sendo o vetor de instrumentos, as condi¢cdoes de ortogo-
nalidade sao:

E[x:.(yt — 2:00)] = 0 (25)

O modelo corretamente especificado aqui € um conjunto de pro-
cessos ergddicos estacionarios w; = (yt, 25, x;)’, tal que estas
condi¢cdes de média-zero valem para g € ©. O estimador GMM
linear de 8g € um estimador GMM com a funcdao g da func¢ao
objetivo GMM (3) dada por:

g(wy; 0) = z.(yr — 210) = xr.yr — 1210 (26)
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O estimador GMM pode ser aplicado para equacoes nao-lineares.
Suponha que a equacao € nao-linear:

a(yt, zt; 00) = et (27)
Apenas faca

g(wy, 0) = xz¢.a(ys, 21, 0) (28)

Este estimador € denominado estimador de variaveis instrumen-
tais generalizado. Este ainda € um caso especial de GMM porque
a funcao g(wy; 8) pode ser escrita como um produto do vetor de
instrumentos e do termo de erro.



Exemplo 7.5: Hansen-Singleton 1982
Equacao (nao-linear) de Euler do consumo.

A equacao de Euler do problema de otimizacao do consumidor

-

e.

| It] —1 (29)

R;y1 € a taxa de retorno bruta (1 + taxa de retorno), ¢ €
0 consumo de ndo-duraveis, Bg é o fator de desconto, u'(c) €
a utilidade marginal e I; é a informacao disponivel. Assuma a
seguinte funcao para a utilidade: u(c) = cl_O‘O/(l — ap). Entao

u'(c) = ¢~rhao A equacdo de Euler entdo é:

E la (Rt+1, 1. aoﬂo) | It] =0

Ct
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g
Ct41 Ct4-1
a (Rt—|—1> i+ ;ao,50> = Rt+150( + ) —1 (30)

Ct Ct
Se x; € um vetor de variaveis cujos valores sao conhecidos na
data t, entao x; € I;. Utilizando a equacao anterior, temos a
condicao de ortogonalidade:

E !wt-a <Rt—|—1actj; 040750> | I:] =0 (31)

Ct

Tomando expectativas incondicional em ambos os lados e usando
a lei total das expectativas, obtemos as condicoes de ortogona-
lidade E[g(wy¢; 8g)] = 0, tal que

Ci4-1
g(wy; 0g) = xi.a (Rt—|—17 %; aoﬁo) (32)



com



Consisténcia

A funcao objetivo Qn(-) € uma funcao aleatdria porque para cada
6 o valor Q,(0) € uma varidvel aleatodria, pois Qn(0) depende de

(w1, ..., wn).

Idéia para consisténcia: Qn(0) converge em probabilidade para
Qo(0), e o parametro verdadeiro 8 soluciona o “problema li-
mite” de maximizacao da funcao limite Qg(0), entdao o limite do
maximo 0 deve ser 0.

Necessario: (i) convergéncia em probabilidade uniforme; (ii) ©
compacto. Problema: o espaco dos parametros nao € compacto
na maioria das aplicacoes.
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Consisténcia: convergéncia € uniforme
e (extensao natural da sequéncia de funcdes aleatodrias)

e Convergéncia em probabilidade pontual de Q@ (-) para alguma
funcao nao aleatoria Qg(-), simplesmente significa plim,, s~ Qn(0) =
Qo(0) para todo 6 — a sequéncia de variaveis aleatorias |Qn(0)—
Qo(0)|(n = 1,2,...) converge em probabilidade para O para
cada 6.

e Convergéncia uniforme em probabilidade é mais forte. A
convergéncia tem que ocorrer uniformemente sobre 0 espaco
dos parametros © no seguinte sentido:

sup|@n(0) — Qo(0)| —» 0 enquanto n — o (33)
0co
16



e A expansao do resultado acima para vetor se da pelo reque-
rimento de que convergéncia uniforme para cada elemento.
Uma sequéncia de vetor de func¢des aleatorias {h,(-)} con-
verge uniformemente em probabilidade para uma funcao nao
aleatdria hg(-) se cada elemento converge uniformente. Esta
convergéncia elemento por elemento é equivalente a con-
vergéncia na norma:

sup||hn(8) — ho(8)|| —» O enquanto n — o (34)
0co

tal que || - || € a norma Euclidiana.



Consisténcia com espaco dos parametros compacto

Proposicao 7.1 (Consisténcia): Suponha que (i) © € um sub-
conjunto compato de RP, (ii) Qn(0) é continua em O para
qualquer dado (w1, ...,wy), € (iii) Qr(0) é funcao mensuravel
do dado para todo 8 em ©. Se existe uma funcao Qp(0) tal
que

1. (identificacao) Qo(0) € unicamente maximizado sobre ©
em Op € O.

2. (convergéncia uniforme) Qn(-) converge uniformemente
em probabilidade para Qq(-), entdo 6 —, 0g.
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Consisténcia sem espaco dos parametros compacto

Proposicao 7.2 (Consisténcia): Suponha que (i) o vetor ver-
dadeiro dos parametros 6y € um elemento do interior de
espaco de parametros convexo ©(C RP), (ii) Qn(0) é cdncava
sobre o0 espaco dos parametros para qualquer dado (w1, ..., wy),
e (iii) Qn(@) é funcdo mensuravel do dado para todo € em
®. Faca 0 ser o estimador extremo definido anteriormente
(7.1). Se existe uma funcao Qg(0) tal que

1. (identificacao) Qo(0) € unicamente maximizado sobre ©
em 0 € O.

2. (convergéncia pontual) Qn(-) converge em probabilidade
para Qo(-) para todo fg € ©, entao a medida que n — oo,

0 existe com probabilidade aproximando 1 e 6 —, 6.

18



Na maioria das aplicacbes © € um conjunto convexo aberto,
entao a condicao (i) é satisfeita. Esta proposicao requer que
Qn(0) seja concava para qualquer dado, mas em varias aplicacoes
esta condicao é satisfeita.



Consisténcia de Estimadores-M

A funcao objetivo de um estimador-M é

1 n
Qn(0) =~ > m(wy; 0)
ni=1
Se {w;} € estacionaria ergddica, o Teorema Ergdodico implica em
convergéncia pontual para Qn(0):

Qn(0) converge em probabilidade pontual para cada € € © para
Qo(0) dado por

Qo(0) = E[m(wy; )] (35)

Para aplicar a Proposicao 7.1 de consisténcia a estimadores-M,
precisamos mostrar que a convergéncia de %Z’,’le m(wy; ) para
E[m(wy; )] € uniforme.
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Lema 7.2 (Lei uniforme dos grandes numeros): Faca {w;} ser
um processo estacionario e ergdédico. Suponha que (i) o con-
junto © é compacto, (ii) m(w; @) é continua em 0 e (iii)
m(wy; @) € mensuravel em w; para todo 8 em ©. Além disso
suponha:

condicao de dominancia: existe uma funcao d(w;) (algu-
mas vezes chamada de " funcao dominante” ) tal que |m(wy; 08) <
d(w¢)| para todo 0 € © e E[d(w;)] < oo

Entao %2?21 m(wy; @) converge uniformemente em probabi-
lidade para E[m(w;); 0] sobre ©. Além disso, E[m(w;); 0] é
uma funcao continua de 0.

A Lei Uniforme dos Grandes Numeros pode ser ampliada para
vetor de funcoes aleatorias:



Condicao de dominancia: Faca {w:} ser um processo estacionario
ergodico. Suponha que (i) o espaco de parametros © é
compacto, (ii) h(w; 0) € continuo em 0 para todo w; e (iii)
h(w;; ) € mensuravel em w; para todo 8 em ©. Além disso,
suponha

condicdo de dominancia: E[sup || h(wy; 0) ||] < oo
0cO

Entdo E[h(wy; 8)] € uma funcdao continua de @ e %Z?zl h(wy; -)
converge uniformemente em probabilidade para E[h(wy; )]
sobre ©.



Consisténcia para estimadores-M com espaco dos parametros
compacto

Proposicao 7.3 (Consisténcia): Faca {w:} ser um processo es-
tacionario ergodico. Suponha que (i) © € um subconjunto
compato de RP, (ii) m(wy; @) é continua em 0 para qualquer
wy, € (iii) m(wy; @) € mensuravel w; para todo para todo 8 em
©. Faca 0 ser o estimador-M definido por (7.1.1) e (7.1.2).
Suponha além disso:

1. (identificacao) E[m(w¢; 8)] € unicamente maximizado so-
bre © em Op € ©.

2. (dominancia) E[sup|h(w¢; 0)|] < oo
0cO
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Entdo 8 —, 6,



Consisténcia para estimadores-M sem espaco dos parametros
compacto

A funcao objetivo @, (0) € concava se m(wy); 0 é cbncava em 6.

Proposicao 7.4 (Consisténcia): Faca {w:} ser um processo es-
tacionario ergodico. Suponha que (i) o vetor verdadeiro
dos parametros 6 € um elemento do interior de espaco de
parametros convexo ©(C RP), (ii) m(wy; 8) € cdncava sobre o
espaco dos parametros para todo wy, e (iii) m(w; 0) € men-
suravel em w; para todo @ em ©. Faca 0 ser o estimador-M
definido por (7.1.1) e (7.1.2). Suponha além disso:

1. (identificacao) E[m(w¢; )] € unicamente maximizado so-
bre © em 6 € ©.
21



2. (convergéncia pontual) E[|m(wy; 8)|] < oo para todo 8 em
Q.

—~

Entao, a medida que n — oo, 8 existe com probabilidade
aproximando 1 e 6 —, 0.



Concavidade apos Reparametrizacao

A Proposicao 7.4 pode ser ampliada para estimadores de funcao
objetivo que sao concavas apos reparametrizacao. Suponha que
todas as condicOes da proposicao sejam satisfeitas exceto con-
cavidade e que existe um mapeamento continuo 1-1 7(0) : © —
N = 1(©) tal que

m(wg; A) = m(wy; (1) 7IN)
é cbncava em A e A = A(©) é um conjunto convexo. Faca
~ 1 2
Qn(A) = = ) m(wi A)

n ._
1 =1
seja a funcao objetivo apoOs a reparametrizacao.
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O estimador é consistente porque

plim8 = plimr () =

n—oo n—oo

=7 1(plimX) =771 (X0) = Ao (36)



Identificacao NLS

Mean square error:

El{y: — h(x)}?] =

= E[{ys — E(yt | )}2] + E[{E(ys | ) — h(xy)}?] >
> E[{yt — E(yt | ) }?] (37)

Fazendo h(x:) = p(x¢; ) e observando que @(xy; 0) = E(y: | @4),
se conclui que

El{y: — p(xt; 0)}2] > E[{yt — p(xt; 00)}?]
se p(xt; 0)} # ¢(xt;00)} (38)
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El{y: — ¢(zs; 0)}°] = E[{yt — @(z+; 00)}°]
se p(x; 0)} = p(x1;00)} (39)

Identificacao meédia condicional: a condicao de identificacao
funciona se

p(xt; 0) # p(x¢; 0g) para todo 6 # Og (40)



Identificacao para ML Condicional

O papel da expressao em (37) para NLS é feita pela desigualdade
de informacao Kullback-Leibler.

A densidade condicional hipotética f(ys | x¢; 0), sendo uma fungao
de (y¢, x+), € uma variavel aleatdria de qualquer 8. O valor espe-
rado da variavel aleatoria log f(y; | +; @) pode ser escrito como:

Eflog f(y: | 4, 0)] =
— / 109 f(yt | &¢; 0) f (ys, ¢ | @4; 00, do)dysdas (41)

A desiguladade informacional Kullback-Leibler sobre funcoes de
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densidade afirma que:

Ellog f(y: | ©¢; 0)] > E[log f(y: | ¢, 00)]
se log f(y: | x¢; 0) # 109 f(yt | ;00)} (42)

Eflog f(y: | ¢, 0)] = E[log f(y: | T¢; 69)]
se log f(y: | x¢; 0) =109 f(yt | +; 0g) (43)

Segue imediatamente que a condicao de identificacao (identi-
ficacao densidade condicional) € satisfeita se

fQyt | @;0) 7= f(ye | ®4; 00) (44)
para todo 8 # 0.



A seguir sao apresentadas as versoes das proposicoes 7.3 e 7.4
para ML condicional.



Consisténcia para ML condicional com espaco dos parametros
compacto

Proposicao 7.5 (Consisténcia): Faca {y;, w;} serem processos
estacionarios e ergdodicos com densidade condicional f(y: |
x;; 0) e faca 0 ser o estimador ML condicional, que maximiza
a média do log da versossimilhanca condicional:

n
6 = argmax1 > log f(yt | x¢; )

0 M=
Suponha modelo corretamente especificado, entao 0p € ©.
Suponha também que (i) © é€ um subconjunto compato de
RP, (ii) f(yr | ¢, 0) € continua em 6@ para qualquer {y:, w;},
e (iii) f(yt | =¢;0) € mensuravel em {y;, w;} para todo para
todo  em ©. Suponha além disso:
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1. (identificacao) Prob[f(y: | =+;0) #= f(yt | =+, )] > O para
todo 0 £ 0 € ©.

2. (dominancia) E[sup|log f(y: | ¢ 0)]|] < oo
0cO

Entdo 8 —, 6,



Consisténcia para ML condicional sem espaco dos parametros
compacto

Proposicao 7.6 (Consisténcia): Faca {y;, w;} serem processos
estacionarios e ergodicos com densidade condicional f(y: |
x:; 0) e faca O ser o estimador ML condicional, que maximiza
a Mmédia do log da versossimilhanca condicional:

. 1 X2
6 = argmax— ) log f(y; | x¢; )
o M=

Suponha modelo corretamente especificado, entao 0p € ©.
Suponha também que (i) 8 € um elemento do interior de
um conjunto espaco de parametros convexo © C P, (ii)
f(ys | ¢;0) € concava em 6@ para qualquer {y;, w:}, e (iii)
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f(ys | ¢, 0) € mensuravel em {y;, w;} para todo para todo 6
em ©. Suponha além disso:

1. (identificacao) Prob[f(y: | =+;0) #= f(yt | ¢+, 0p)] > O para
todo 0 # 6 € ©.

2. (dominancia) E[|log f(y; | ¢; 0)]] < oo para todo g € ©

—~

Entdao, a medida que n — oo, 8 existe com probabilidade
aproximando 1 e 8 —, 6



Identificacao ML: Exemplo 7.8

Identificacao no modelo de regressao linear. Considere o modelo
de regressao linear com erro normal, o log da verossimilhanca
condicional para a observacao t é

00 f(yi | 213 0) = —10g(2m) — ~109(5?) — (1 — 2}B)° (45)

Uma vez que a funcao log é estritamente monotdnica, a iden-
tificacao da densidade condicional € equivalente a condicao que
09 f(ys | ®¢; 0) # 109 f(ys | «+; 8g) com probabilidade positiva se

0 + 0.

Esta condicdo é satisfeita se E(xix}) € ndo singular e portanto
positiva definida. Para ver porque, faca 8 = (3,0°%) e 0y =
(Bh,03)'. Claramente, log f(y | ®;0) # 109 f(y | x1; 0g) com
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probabilidade positiva se 02 # ¢3. Entdo, considerando o caso
02 = 03 mas com (3 # (Bg. Entdo

El(x}3 — x180)?] = E[{z}(8 — Bo)}°] =
= (8 — Bo)'Elzxi] (B — Bo) > 0 (46)

Consequentemente, x8 # x}Bp com probabilidade positiva; se
x}3 = x}Bg com probabilidade 1, entdo E[(z}B8 — x}Bg)?] serd
zero. Portanto, y; — «}8 # y: — ;B89 com probabilidade positiva,
implicando que a condicao de identificacao seja satisfeita. A
mesma condi¢do sobre E(xix}) também implica condi¢cdo (b) da
Proposicao 7.6 porque

E[(2}8 — 2;80)°] = E[{e; + #{(8o — B)}°] =
= E(e1)” + (Bo — B) E(wi}) (Bo — B)



O dltimo termo é finito se E(xx}) € finito. Estes resultados,
junto com o fato observado anteriormente de que a log verossi-
milhanca é concava apos a reparemetrizacao, implica que o es-
timador ML condicional do modelo de regressao linear com erro
normal € consistente se {y;x:} € estacionadrio ergodico e E(xsx})
€ nao singular.



Identificacao ML: Exemplo 7.9

Identificacao no modelo probit. Valem as mesmas conclusoes
do modelo de regressao linear para o probit. A verossimilhanca
condicional para a observacao t é

fly | @i; 0) = B(x}0)V®(—x;0)1 ¥t (47)

O mesmo argumento do exemplo anterior vale aqui. ASSu-
mindo nao singularidade de E(aztwg) , 0S argumentos implicam
que x;0 # x,0y com probabilidade positiva se 8 = 63. Como
®(v) é estritamente monotodnica, x,0 #= x,60g com probabilidade
positiva implica ®(x}0) #= ®(x;0p) e ®(—x;0) = ®(—x,0y) com
probabilidade positiva. Portanto, a condicao de identificacao (a)
da Proposi¢cdo 7.6 é satisfeita se E(xx)) € ndo-singular.
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A ndo singularidade de E(xx)) também implica que a condicdo
(b) da Proposicdo 7.6 € satisfeita para o modelo probit. E facil
verificar que

[log ®(v)| < |log ®(0)| + [v] + |[v|* para todo v (48)

Combinando este limite para |log®(v)| e o fato de que y; €
1 — y+ sao menos do que ou igual 1 em valor absoluto, isto é
facil mostrar que E[|log f(y: | x¢; 0)|]] < oo se E(xux)) existe e
é finito (condicdao implicada pela nao-singularidade). Se conclui
que o estimador ML probit € consistente se {y;, x+} € estacionaria
ergodica e E(xsx)) € ndo-singular.



Consisténcia do GMM

Aplicar a Proposicao 7.1 para GMM. A funcao objetivo GMM é&
(7.1.3). A continuidade de @,(0) em @ ¢é satisfeita se g(wy; 0)
é continua em @ para todo w;. Se {w;} € estacionaria ergodica,
entdo gn(0)(= ;> >i 1 9(wt; 0)) —p E[g(wy; 8)]. Entdo a funcdo
limite de Qp(0) é

Qo(0) = ~Elg(wr; ) WEg(wy; 0) (49)

Esta funcdo é naopositiva se W é positiva definida. Ela pos-
sui um maximo de zero em 6g porque E[g(wy; 0p)] = 0 pelas
condicOes de ortogonalidade. Portanto, a condicao de identi-
ficacao (que Qo(0) seja unicamente maximizado em 6g) na Pro-
posicao 7.1 é satisfeita se E[g(wy; 0)] &= 0 para 0 #= 0y. Levando
em conta a convergéncia uniforme de Qn(0) para Qqg(08), nao
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é dificil de mostrar que esta condicao é satisfeita com se gn(-)
converge uniformemente para E[g(wy; -)].

A versao multivariada da Lei Uniforme dos Grandes Numeros

(Lema 7.2) fornece uma condicao suficiente para convergéncia
uniforme.



Consisténcia do GMM com espaco de parametros com-
pacto

Proposicao 7.7: Faca {w;} ser estaciondria ergodica e faca 0
ser o estimador GMM definido por

6 = argmin
0co

1 2 : B Iy
Et; g(wy; 9)] w {n’tz:l g(wt;H)] (50)
tal que a matriz simétrica W é assumida convergir em pro-
babilidade para alguma matriz simétrica positiva definida W.
Suponha que o modelo é corretamente especificado tal que
Elg(w; 8pg)] = 0 (i.e. valem as condicdes de ortogonalidade)
para 8p) € ©. Suponha que (i) o espaco dos parametros ©
é um subconjunto compacto de RP, (ii) g(w; 0) € continuo

30



em 60 para todo wy e (iii) g(ws; @) € mensuravel em w; para
todo 8 em © (entdo 0 é uma varidvel aleatéria bem definida
pelo Lema 7.1). Além disso, suponha que

1. (identificacao) E[g(w;; 8)] = 0 para todo 0 #= 6 em ©

2. (dominancia) E[supgceo || g(wi; 0) ||] < oo

Entdo 6 —, 0.
Quando g(wy; 8) € nao-linear em @, especifar as condicdes primi-
tivas para identificacao e dominancia na Proposicao 7.7 € geral-

mente muito dificil. Entao na maioria das aplicacdoes se assumem
as condicoes da Proposicao 7.7.



Normalidade assintotica para Estimador-M*

A funcao objetivo do estimador-M é

1 n
Qn(0) = = > m(wy; 0) (51)

"i=1
E conveniente fornecer simbolos ao gradiente (vetor das primei-
ras derivadas) e ao Hessiano (matriz das segundas derivas) da

funcao m como

Om(wy; 6)
s(wy; 0) = (52)
(pjl ) 00
Os(w; 0)  9?m(wy; 0)
H(w; 0) = = 53
(we; 6) 56’ 5090’ (53)

*Prova de normalidade assintotica em separado para estimador-M e GMM.
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s(wy; @) € denominado vetor score para observacdo t. H(wy; 0)
serd definido como o Hessiano para a observacdo t. (obs: nao
confundir com outra definicao de score e Hessiano para Qn(8)).

Hipoteses necessarias para normalidade assintotica. Assuma que
m(wy; @) é diferenciavel em 6 e que 6 estda no interior de ©.
Ent3o, se 0 satisfaz as condicdes de primeira ordem:

_0Qn(0) 1 & |
=0 = mw) (5)

Usar o seguinte resultado de calculo:

Teorema do Valor Médio: Faca h : ®P — RY ser continua-
mente diferenciavel. Entdo h(x) admite a expansao do valor



medio

() = h(ag) + o) (5 — o) (55)
gx1 gx1 qu px1

tal que x© € o valor médio permanecendo entre x e xg.

Fazendo g =p, x =0, xg = 0y e h(-) = 0Qn(-)/00 no Teorema
do Valor Médio, obtemos as seguintes expansdes do valor médio:

8Qn(9A) _ aQn(HO) 82Qn(§) A _
90 00 T 0000 (6—60) = (56)
px1 px1 PXp pXp

1 2 1 2 — | /A
= — > s(wy; 0p) + { > H(wy; 9)] (9 — 90)
=1 =1 PXPp
px1 pPXp



tal que 8 é o valor médio que esta entre 0 e HO.T Combinando
esta equacao com a CPO:

0 =13 s(wibo)+ |23 Huws®)|(0-6) (57
=1

PXPp
px1 PXp

assumindo que %2?’21 H (wy; 9_) € nao-singular, esta equacao pode
ser solucionada para @ — @y para resultar
—1

Vi(0-00)=—| > Hw;®)| i > swio) (58)
t=1 t=1

A expressao para o erro amostral (multiplicado por /n) € de-
nominado de expansao do valor médio para o erro amostral. O
score vector € solucionado no valor de parametro verdadeiro 0.

fO requerimento de diferenciabilidade continua é satisfeito se m(w;s; @) é con-
tinuamente diferenciavel duplamente com respeito a 0.



Como 0 permanece entre 8 e 6y, 8 é consistente para 8 se 0 é.
Se {w;} é estacionaria ergddica € natural conjecturar que

n
3" H(wr; 8) —p E[H (wy; o) (59)

Mi=1
A estacionariedade ergodica de w; e a consisténcia de 0 n3o
sao suficientes para garantir o resultado acima. Também é ne-
cessario assumir convergéncia uniforme em (59) em uma vizi-
nhanca de 8gp). Mas pelo Teorema da Convergéncia Uniforme,
a convergéncia uniforme de %Z?Zl H (wy; 0) € satisfeita se a se-
guinte condicao de dominancia € satisfeita para o Hessiano: para
alguma vizinhanca X de 0g), E[supgey [|[H (wy; 6p)|]] < oco. Esta é

uma condicao suficiente para (59).



Finalmente, se (59) se sustenta e se

\/Lﬁ% ;::1 s(wy; 6p) —¢q N(0, %) (60)

entdao pelo Teorema de Slutzky (Lema 2.4c¢) temos:

Vi1 (8~ 80) —q N (0, (ELH (wr; 60))) " 5 (ELH (wr; 6)]) )
(61)



Normalidade assintotica dos estimadores-M

Proposicao 7.8: Suponha que as condicdes tanto da Proposicao
7.3 ou da Proposicao 7.4 sdo satisfeitas, tal que {w:} € es-
taciondrio ergédico e o estimador M 0 definido por (7.1.1) e
(7.1.2) é consistente. Além disso, suponha que

1. O € interior de ©;

2. m(wy; 8) € continuamente diferenciavel duplamente em 6
para qualquer wy,

3. 21, s(wy; 0g) —4 N(0,%), I & positiva definida, tal que
s(wy; @) é definida em (7.3.2),
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4. (condicao de dominancia local sobre o Hessiano) para al-
guma vizinhanca de X de 0p),

Elsup [[H (w¢; 0)]] < oo
0N

tal que para qualquer estimador consistente de @, %2?21 H (wy; 5)
—p E[H (wy; 6g)], tal que H(wy; 8g) € definido em (53).

5. E[H (w;; 0g)] é ndosingular. Entdo 0 é assintoticamente
normal com

Avar(8) = (E[H (w:; 00)]) "+ = (E[H (w; 00)])



Estimacao da Variancia Assintotica Consistente

Para usar este resultado da variancia assintotica para teste de
hipotese é necessaria a estimativa consistente de
Avar(0) = (E[H (wy; 60)]) ™ X (E[H (wy; 60)]) (62)

Uma vez que 0 —p 00, condicao 4 da Proposicao 7.8 implica que

LS~ H(wy; 8) —p ELH (w; 00))
ni—1

além disso, dado que existe um estimador consistente de ¥ de
Y. disponivel:

—1

n —1 n
Avar(0) = (1 > H(wy; é)) Y (1 > H(wy; 9)) (63)
=1 =1

€ uma estimativa consistente da matriz de variancia assintotica.
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Normalidade assintotica para ML condicional

Especializar a normalidade assintotica para ML. Considere as
duas igualdades do item 3 da Proposicao 7.9 a seguir.

A segunda igualdade é chamada de matriz de igualdade de in-
formacdo dado que E[s(wy; 8g)s(wy; 0p)'] € a matriz de informacao
para a observacao t. Implicacao destas duas igualdades para a
Proposicao 7.8: se wy € i.i.d., o Teorema do Limite Central
Lindeberg-Levy e a primeira igualdade (E[s(wy¢; 8g)] = 0) impli-
cam em

S|

> s(wy; 0g) —4 N(0,X) (64)
=1

tal que

Y = E[s(w; 0p)s(wy; 0p)']
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Isto e a matriz de igualdade de informacdo implicam que Avar(0)
na Proposicao 7.8 € simplificada em duas formas como:

Avar(0) = —{E[H (w; 8)]} ' = (65)

= {Els(wy; 80)s(w; 00)'1} 2

Esta € a prova da Proposicao 7.9.



Normalidade assitotica para ML condicional

Proposicao 7.9: Faca wi(= (yt, x})") ser iid. Suponha que as
condicoes tanto da Proposicao 7.5 ou 7.6 sao satisfeitas, tal
que O —, 0g. Além disso, suponha que

1.

2.

0o € um ponto interior de ©;

f(ys | x¢; @) € continuamente diferenciavel duplamente em
0 para todo (y¢, x¢);

. E[s(wy; 09)] = 0 e —E[H (wy; 0g)] = E[s(wy; Og)s(wy; 6p)],

tal que as funcdes s e H sao definidas em (52) e (53);
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4. (condicao de dominancia local para o Hessiano) para al-
guma vizinhanca de X de 0()

E[sup [[H (wy; 0)]]] < oo
OcX

tal que para qualquer estimador consistente de @, %Z?:1 H (wy; 9_)
—p E[H (wy; 6p)];

5. E[H (wy¢; 8p)] € naosingular.

Entdo @ é assintoticamente normal com Avar(0) dada por

Avar(0) = —{E[H (wy; )]} ! =

= {Els(wy; 80)s(wi; 60)'1} 2



Estimativa de Avar(0)

A estimacao da variancia assintotica pode seguir duas formas
contidas em (65). Uma utilizando Hessiano e outro o vetor de
primeira derivada.

~1
_ 1> _
1o estimador de Avar(0) = ( > H(w; 9)) (66)
=1

Como 0 —, 0, este estimador € consistente com a Proposicdo
7.9.

Outro estimador baseado na relacdo Avar(0) = {E[s(wy; 0g)s(wy; 8p)']}

-

S

. 1 X . .
20 estimador daAvar(0) = {— Z s(wy; 0)s(wy; 0)’}_1 (67)

ni—1
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Para garantir a consisténcia para este estimador é preciso uma
hipotese adicional na Proposicao 7.9 que nao precisa ser demos-
tranda pois € observada diretamente. A vantagem do segundo
estimador € que se usa apenas a primeira derivada e para métodos
de aproximacao numerica isto € muito importante.®

*A vantagem da formula do Hessiano € quando se aplica o problema a amos-
tras finitas.



Exemplo 7.10

Normalidade assintotica no modelo de regressao linear.
Para reproduzir o log da densidade condicional para observacao
t para a regressao linear com erro normal:

S — i) (68)

com © = RE x Ry, (K é a dimensdo de B), condicdo 1 da
Proposicao 7.9 é satisfeita. Condicao 2 é obviamente satisfeita.
Para verificar a Condicao 3:

log f(yt | ¢, 0) = —% log(27) — % log(0?) —

1

s(wy; 0) = ( ?wt.ai . )

1
- 202 + 204€t

1

/ 1 ~

~ ———>5Lt. L ———aLt.Et

H (w;;0) = ( T s 1701 52) (69)
oAt 204 20671
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1 ) =2 1 ~ 1
. . — L4 IHE —— Xt.Et + =—=at.€
S(wt;O)s(fwt;H)’ = ( 1 o4 ¢ tlt 3 120-4 b=t 2506 t-=t )

N 1 2771 -4
“5oaLtEt T 5,80 7,2 T 5,658 T 7,85

tal que wy = (yt, z,)', 0 = (B,0°) e & = y; — x}3 (este ultimo &
diferente de ey = y+ — x}Bg). Para 8 = 0, & pode ser substituido
pPOr &4.

No modelo de regressao linear, E(e¢ | x+) = 0. Também, dado
que ¢ € N(0,08), temos E(¢f) = 0 e E(e}) = 30¢. Usando
estas relacdes, é facil verificar item 3 da Proposicao 7.9. Em
particular:

—E[H (w¢; 0p)] = E[s(wy; 0)s(wy; 0)'] = (70)

[ iE[wtwg] 0




Se E[xz.x}] € ndosingular, entdo E[H (wy; g)] € nao singular e o
item 5 é satisfeito.

Considerando a condicao 4, faca & = y; — :I;QB para algum esti-
mador consistente 3 e 2. Condicdo (59) neste exemplo é

11 / 11 -~
11

- 1 11 D (71)
T S4n >it—1 Tt-Et T 5,4 + 556N D=1 &

1 /
p Elr;x;] O
_>p O/ 1
_ 207 |

é direto mostrar que & = g — /(8 — Bg). Concluimos que to-
das as condicdoes da Proposicao 7.9 sao satisfeitas se E[:z:tazg] é
naosingular.



Exemplo 7.11

Normalidade assintotica do ML probit. Reproduzindo a log
verossimilhanca condicional do modelo probit

109 f(y; | ©¢; 0) = yrlog ®(x10) + (1 — y¢) log[l — ®(x10)] (72)

Com © = RP, condicao 1 da Proposicao 7.9 € satisfeita. Condicao
2 é obviamente satisfeita. Para verificar 3, se tem:

(o By = B(]0))®(x]0)

(1—®(z,0)®(z,0) (73)

yt — P (x;0)
(1— &(/0))(2.6)
n [ yt — @ (x;0)

(1~ B(210))®(x]0)

2
H(wt; 0) = {- [ ] [®(2,6)]°

] &' (2}0)}wi) (74)
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Aqui ®'(-) € funcdo de densidade cumulativa de N(0,1) e ¢(-) =
®’(.) é a funcdo de densidade. E facil provar a condicdo 3:

Els(w; 0g) | x1] =0 e

—E[H (wy; 6g) | 1] = E[s(wy; 0p)s(we; 0g) | x¢] (75)

Ent3ao 3 é satisfeita pela Lei das Expectativas Totais. Em par-
ticular para o probit se pode mostrar que

—E[H (wt; 00)] = E[s(wy; 80)s(wt; 00)'] = (76)

= E[A(x00)A(—x:00) s x}]

tal que

¢(v)
1 — d(v)

Av) = (77)



é chamada de inversa da razdo de Mill ou hazard para N(0,1).
Pode ser mostrado que em (75) o termo entre chaves esta entre
O e 2. Entao

| H(wt; 00) |1< 2 || x4t | (78)

A norma Euclidiana || iz} || € a raiz quadrada da soma dos
quadrados dos elementos de a:ta:g. Além disso, a expecatativa de
| z:x} || e assim de || 2! || sdo finitos se E[x;x}] existe e € finito.
Ent3o a condicao de dominancia local do Hessiano (condicao 4)
€ satisfeita se E[xx}] € ndo-singular. Se conclui que todas as
condi¢cdes sdo satisfeitas se E[xix}] € ndo-singular.



Normalidade assintotica do GMM

A funcao objetivo do GMM é:
1 -
Qn(e) — _Egn(e)/wgn(e) (79)

n(0) = = 3 g(wy; 0)

Kx1 ni_—q
O Teorema do Valor Médio é aplicado em g, (@) € nao na primeira
derivada. Em GMM, a funcao objetivo precisa ser diferiavel uma
vez — nao duas vezes como no ML. Isto ocorre porque a média
amostral entra na funcao objetivo de forma diferente no caso
GMM.
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Assumindo que @ é um ponto interior, a CPO para maximizac3o
da funcao objetivo é:

_9Qn(0) _

= = -Gn(8) W _gn(6) (80)
(px1) (p(?<91) (pxK) (KXK)(Kx1)
G (0) € o Jacobiano de g, (0)
_ 0gn(0)
Gn(0) = 50 (81)

Aplicando o Teorema do Valor Médio para gn(0) se obtém:

0 =-Gn(0) W gn(0g) —Gn(0) W Gr(0)(6—6y) (82)
(px1) (pxK) (KXK) (Kx1)  (pxK) (KXK) (Kxp)



Solucionando para (8—8p) e substituindo g,(0) por %Z?zl g(wy; 0):

1
~ . - _ . - 112
(6 —6p) =— |Gn(6) W Gn(0) -Gn(6) W —= g(wy; 0g)
(pxl)o (px K) (KxK) (K xp) (px K) (KxK)y/nn t=1 bo
(Kx1)

(83)
Nesta expressao o Jacobiano G (0) é solucionado em dois pontos
diferentes, 8 e 8. Como gn(0) = %Zj}:lg(wt;e), o Jacobiano
em qualquer estimador @ dado, pode ser escrito como

A O0gn(0)
Gn(0) = = 84
n(0) = = (84)
Se w; € estacionario ergodico e 0 é consistente, é natural conjec-

turar que esta expressao converge para E[a%”—g(oe)]. Como foi ver-

dade para o estimador GMM, esta conjectura é verdade se a%”fo(f)



satisfaz a condicao de dominancia do item 4 da Proposicao 7.10
a seqguir. A Proposicao 7.8 para GMM é apresentada a seguir.



Normalidade assintotica do GMM

Proposicao 7.10 Suponha que as condicoes tanto da Proposicao
7.7 sdao satisfeitas, tal que {w:} € estaciondrio ergoddico,
W (K x K) converge em probabilidade para uma matriz W
simétrica positiva definida e o estimador GMM de 6 com
dimensao p é consistente. Além disso, suponha que

1. Op € interior de ©;

2. g(wy; 8) € continuamente diferenciavel duplamente em 6
(Kx1)
para qualquer wy,

3. 231, g(wy; 0p) -4 N(0,S), S (K xK) é positiva definida;
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5.

(condicao de dominancia local sobre 89”(0)) para alguma
vizinhanca de X de 6p),

gn(g)

Elsup || 1] <
O0cN

tal que para qualquer estimador consistente de 6, %Z;’}zl 69%0)

—p E[3gn(9)]

E[agn(a)] é coluna posto completo (full column rank).

(a) (normalidade assintética) @ é assintoticamente normal

com

-t

Avar(0) = (é’v“vé)_

— __ 0gn(6)
tal que KCi’p Gn(0) = 60



A hipotese de que S € positiva definida nao é necessaria neste
ponto mas sera usada a frente.



GMM linear e nao-linear

Comparacao de GMM linear e nao-linear: Proposicao 3.1 vs Pro-
posicao 7.10.

No linear:
1 2 1 2
gn(0) ==Y my | — [= D 2| 6 (85)
y— Ny—1

Entdo G = G,(0) na Proposicdo 7.10 se reduz a — (% >n g wtzQ
e G se reduz a —E[xz}]. A verdade da Proposicao 7.10 € que a
distribuicao assintotica do estimador GMM nao-linear pode ser
obtido assumindo a aproximacao linear do g,(0) em torno de
parametro verdadeiro.
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GMM Nao-linear: Hansen (2019, cap. 13)

GMM pode ser aplicado em qualquer situacao em que um modelo
implica em K x 1 momentos:

E(g;(6)) =0 (86)

aqui g € uma possivel funcao nao-linear dos parametros o. As
vezes isso é tudo que é conhecido. Identificacao requer que
K > L. O estimador GMM minimiza:

J(8) = n.gl,(6)Wgn () (87)

para uma matriz de pesos W e
1 n
i=1
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O estimador GMM eficiente pode ser construido determinando
1> !
W = (n Z gigé - §n§7/1> (88)
i=1

com g; = g(w,;,d) construido usando um estimador preliminar de

~ —~

0, pode ser utilizando W = I.

Distribuicao do Estimador GMM Nao-linear: Sob condicoes
de regularidade gerais,

V1/n (8gmm — 8) —4 N (0, V3) (89)

tal que

Vi= (@WQ) " (QWSWQ) (@WQ)  (90)



S = E(gi9;) (91)

Q=E(190) (92)

Q = G i.e. compatibilizando notacdes de Hansen e Hayashi.

Se a matriz eficiente de pesos € utilizada, entao:

Vi = (@s71Q) (93)



ML vs GMM

Tomando as condicdes de ortogonalidade como dadas, qual a
escolha otima da matriz de pesos W7

Caso iid com densidade de w; dada por f(w;0). Faca 0 ser o
estimador GMM associado com as condi¢coes de ortogonalidade
E[lg(wy¢; 8g)] = 0. Sua variancia assintética é dada na Proposicao
7.10. Pode se mostrar que:

Avar(8) > E[s(wy; 0p)s(wy; 0p)] 1 (94)
tal que
s(wy; 0g) = ﬁg(zgz i)

Isto &, a inversa da matriz de informacdo E[ss’] € o limite in-
ferior para a variancia assintotica dos estimadores GMM. Esta
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matriz € ativa sob as condicoes da Proposicao 7.10 mais algumas
condicOes técnicas sobre f(wy; 0) que permite a conexao entre
diferenciacao e integracao.

Eficiéncia assintotica do ML sobre GMM deepende deste resul-
tado porgue o limite inferior E[ss’]~! é a variancia assintética do
estimador ML. A superioridade do ML nao surpreende dado que
ele explora o conhecimento da forma paramétrica da funcao de
densidade f(wy; 8), enquanto o GMM n3o faz isso.

O GMM atinge seu valor inferior quando a funcao g da condicao
de ortogonalidade € o0 score para a observacao t:

glws; 0) = s(wy; 0) = og(wy; 0)

o5
(K x1) (px1) 00 (95)




Portanto, o estimador GMM com condicdes de ortogonalidade
Ootimas € assintoticamente equivalente ao ML. Na verdade eles
Sao numericamente equivalentes.®

*Uma vez que as condicdes de ortogonalidade K = p numero de parametros,

entdao g é escolhido otimamente como em (95) podendo ser escrito como
1/nY s(w; 8) = 0. Isto € simplesmente é a equacdo(s) de maxima veros-
similhanca (FOC para ML) (e levando em conta se a solugcao € unica ou
nao).



Erro amostral em formato comum

Prova diferente da normalidade assintotica mais adequada para
teste de hipotese. Considere primeiro estimadores-M.

Notando que an_g%) = %Zj}zl s(w¢; 8), a expansao do valor
médio em (58) pode ser escrita como

n —1
Vi (0 06) = - {1 > H(w, é)] ilndo) - (ge)
"i=1

Pela condicao 4 da Proposicao 7.8 %Z;’}zl H (wy; ) converge em
probabilidade para alguma matriz p X p simétrica W dada por

¥ = E[H (w¢; 6p)] (97)
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Ent3ao a equacao para o erro amostral pode ser escrita como:

7) _ Tyl — aQn(HO)
Vi (6 —60) = —[®]7" Vn—"

i

N\

00

—1

mn
{1 > H(wt;m] Y e 29nt) (g
\ Ni=1
Por construcao o termo entre chaves converge em probabllldade
para zero. Pela condicao 3 da Proposicao 7.8 \f “ ‘90 (=
1/nY s(wy; @) converge para uma varidvel aleatoria. Entao O
ultimo termo converge para zero (pelo Lema 2.4(b)). Este fato
pode ser escrito como uma expansao de Taylor:

Vi (6 —60) = —[¥]” 1f8Qg290)+ op (99)
(px1) (Pxp) (1) (px1)

tal que o termo op significa “alguma variavel aleatdria que con-
verge para zero em probabilidade.” A exata expressao para op



depende do contexto. Aqui € igual ao ultimo termo de (99). O
que importa aqui € que o termo o, desaparece. Uma vez que a

diferenca /n (é— Ho) e — [P] ! \/ﬁwg—ggf’) desaparecem, a distri-
buicdao assintotica de v/n (é — 90> € a mesma que — [\IJ]_1 \/ﬁwg—ggo)

pelo Lema 2.4(a). Entao ﬁ(é— 90) converge para uma distri-
buicao normal com média zero e variancia assintotica dado por:

Avar(0) = [¥]" 1z [w] ! (100)
tal que
> = Avar <8Qn(90)>
(pxp) 00
Para estimadores-M, faQ"(OO) = Zs(wt;é) e X é a variancia

de longo prazo de s(wy; 0p). Fazendo U = E[H (w;; 0p)] fornece
uma Proposicao para a variancia na Proposicao 7.8.



Agora calculamos para a variancia para o GMM. No caso GMM:

aQn(BO)
vn 00

—[Gn(90)]’W Z g(w; 6p) (101)
ni=1

Uma vez que G, (0p) = ag(g’a’fj%) —p G, w —p W e %Z?Zl g(wy; 0p) —p
N (0, S) sob as condi¢cdes da Proposicao 7.10, temos \/58625_‘(990)
convergindo para uma distribuicao normal com média zero e

8Qn(60)> —

. = Avar
( 00

(pxp)

= G W S W (102)
(pr)(KxK)(KxK)(KxK)(K><p)

Agora reescreva a expansao do valor médio para o erro amostral
para GMM como:

Jn ((9‘ _ 90) — B lc (103)



= —Gn(0)WG,(0)

1 .
c=—-Gn(0)W— > g(wy; 8p)
Ny—1
Esta equacao pode ser escrita na forma de expansao de Taylor
(como no caso ML), com a matriz ¥ dada por

v =— G W S (104)
(pxp) (px K)(KXK)(KxK)

Substituindo as equacdes (104) e (102) em (100) se obtém a
variancia assintotica GMM da Proposicao 7.10.

Observacao: na proxima secao ¥ = —W para ML (com obs iid)
e GMM eficiente (com W = S—1). Para GMM eficiente fazendo
W = S-1 temos £ = G'S~1G (que é a negativa de ¥).



Teste de hipoteses
Trio de estatisticas para ML: Wald, LM e LR.

Como considerado anteriormente desejamos testar um conjunto
de r restricdes possivelmente ndolineares. Faca 0 ser o parametro
do modelo com dimensao p. A hipotese nula pode ser expressa
como

Ho : a(6g) = 0 (105)
(rx1)

Assumimos que a(-) é continuamente diferenciavel. Faca

da(0)
00’

A(O) =
(rxp)

(106)
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ser o Jacobiano de a(f). Assuma que

Ag = A(6Og) € posto completo. (107)

Isto garante que as r restricoes nao sao redundantes. Esta
condicao de posto implica em r < p.

Faca 0 ser o estimador extremo em questdo: ML ou GMM. Ele é

solucdo para o problema de maximizao (irrestrito) em (1). A es-

tatistica de Wald utiliza o estimador nao-restrito. Por outro lado

a estatistica LM utiliza o estimador restrito () que soluciona
max@n(0) s.a. a(8) =0 (108)
fco

O parametro verdadeiro 8y soluciona o “problema limite irres-

trito” onde @, € o problema de otimizacao irrestrito (1) que é



substituido pela funcao limite Qg. Isto também soluciona o “pro-
blema limite restrito” tal que ), o problema acima é substituido
por Qg, porque g satisfaz a restricdo. A convergéncia uniforme
em probabilidade de Qnr(-) em Qo(-) garante que o limite do es-

timador restrito 0 é a solucdo limite do problema restrito, que &
0p.



A trindade

Proposicao 7.11 (A trindade): Faca 6 o estimador extremo
definido em (1). Considere a hipdtese nula em (105) tal
que a(-) € continuamente diferenciavel (entao o Jacobiano é
continuo) e a condicdo de posto (107) é satisfeita. Faca 0
ser o0 estimador extremo restrito definido em (108). Assuma:

e as hipoteses da Proposicao 7.9, se o estimador extremo €
ML condicional,

e as hipoteses apropriadamente modificadas como indicadas
abaixo da Proposicao 7.9, no caso do ML condicional,

e as hipoteses da Proposicao 7.10 com W = S—1 e dado
que € disponivel estimador consistente S de S construido
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de @ e S construido de @, no caso do estimador GMM
eficiente.

Defina as estatisticas Wald, LM e LR como:

—1
Wald: na(0) |AO) X" AB)| a()
(1xr) (TXp)(po) (pxr) (rx1)

i 20)) — (0
LM: n(@@@g{ >) (z: 1 (aQ(%g ))
pPXPp)
(1xp) (px1)

LR: 2n[Qn(0) — Qn()]

Os termos para substituicao sao:

Qn(0): o ML: 51 . log f(y: | @+; 0);



e GMM eficiente: —%gn(e)’é—lgn(e)

A

21 () . .
3: e ML: —8§2T”b(,0) ou %Zs(wt;ﬁ)s(wt;m’

e GMM: G'S—1G, G = Gn(0
(K'xp)

$3: o ML: substituir & por § em 3

e GMM: G'S~1G, G = G,(6)
(K'xp)

Portanto:

1. O estimador extremo restrito 8 é consistente e assintoti-
camente normal,

2. Todas as trés estatisticas convergem em distribuicao para



y2(r) sob a hipStese nula tal que » é o ndmero de res-
tricoes na hipotese nula,

. além disso, a diferenca numérica entre as trés estatisticas

convergem em probabilidade para zero sob a hipotese
nula.



Instrumentos 6timos: Hansen (2019, cap. 13)

A versao de GMM nao-linear de Hansen é mais simples do que
estudada até aqui. A Proposicao 7.10 fornece um resultado
completo do estimador.

Agqui impomos a restricao de momentos condicional do estimador
GMM:

E(ei(8) [ z;) =0 (109)

aqui e € uma possivel funcao nao-linear (s x 1) dos parametros
B (em Hayshi era 6). A variavel z; sao os instrumentos.

A restricao de momentos condicional € muito mais poderosa e
restritiva do que a condicao de momentos incondicional.
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Exemplos. O modelo linear com y; = azgﬁ—l—ei com instrumentos
z; se aplica a esta classe de modelos com E(e; | z;) = 0. Nesse
caso e;(3) = y;—x.;3. No modelo ndo-linear e;(3) = y; —g(z}; B).
Em um modelo conjunto de média condicional E(y; | ;) = x;0
e Var(y; | z;) = f(x;)'v, entdo (s = 2)

_ y; — x,3
ei(B,7) = { (y; — xiB)2 — f(xy)'y

Dada uma restricao de momento condicional, uma restricao de
momento incondicional pode ser sempre construida. Isto €, para
qualquer funcdo ¢(z;;8) (I x 1) podemos determinar g;(8) =
o (z;; B)e;(3) que satisfaz E(g;(8)) = 0 e um modelo de equacdo
com momento incondicional.

O problema (6bvio?) € que essa classe de funcdes ¢(-) € infinita.
Qual funcao deve ser selecionada?



Uma solucao é construir uma lista infinita de instrumentos po-
tenciais e entao usar os primeiros k instrumentos. Como k de-
veria ser determinado? Esta area de pesquisa ainda esta em
desenvolvimento e nao pode nao haver solucao pois o vetor de
instrumentos pode ser intratavel. Sobre esta estratégia veja por
exemplo Newey (1990) e Donald e Newey (2001).

Qutra estratégia de solucao € denominado de instrumentos otimos
e foi proposto por Chamberlein (1987). Assuma O Caso com
s=1. Faca

| zz-> (110)

o2 = E(e;(8)? | z) (111)



Entao o instrumento 6timo é:

A, = de;(3)
o
Na solucdo geral de Chamberlein (1987) T'(z,)T(z;) = E[g;(8)g;(8)]~1
com esta matriz normalizada A; € o conjunto de instrumentos
2

otimos. Hansen (2019) assume T'(z;) = —o; <, implicando que

| Zz'] T(z;) = RT(z;) (112)

A, = -0 °R; (113)

1

Nesse caso 0 momento otimo é;:

g:(B) = A;e;(B) (114)

fazendo g;(3) ser esta escolha isto resulta no melhor estimador
GMM possivel. Na pratica A; € desconhecido, mas a sua forma
pode nos ajudar sobre a construcao de intrumentos 6timos. Por



exemplo, no modelo linear e;(8) = y; — «;3, observe que
R, = —E(z; | z)

o2 =E (ez-z | zz->
Portanto,

A; =0 %E(m; | )

No caso da regressao linear, x; = z;, entao A; = ai_zzi. Por-

tanto, o estimador GMM eficiente é equivalente ao GLS otimo.

No caso das variaveis endogenas, observe que o instrumento efi-
ciente A; contém a estimacdao da média condicional de x; dado
z;. Em outras palavras, para conseguir os melhores instrumentos
para x;, € necessario o melhor modelo da média condicional de



x; dado z;, Na0 apenas uma projecao linear arbitraria. O instru-
mento eficienteé também inversamente proporcional a variancia
condicional e;. Isto funciona como o estimador GLS — o0 aumento

de eficiéncia pode ser obtido se as observacdoes sao ponderadas
inversamente a variancia condicional dos erros.



Bootstraping SE

(Hansen, 2019, sec. 10.8) A distribuicao bootstrap é obtida
pela estimacao sobre amostras independentes criadas por amos-
tragem (com reposi¢cao) i.i.d. a partir do conjunto de dados
original.
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Otimizacao numeérica

Em muitas aplicacoes nao existe forma fechada para a solucao
numeérica (e.g. forma quadratica do GMM linear), portanto algo-
ritmMos numeéricos precisam ser aplicados para localizar o maximo.
Hayashi cobre dois algoritmos importantes.

Newton-Raphson

Considere estimadores-M, cuja funcao objetivo Q,(0) € (2). Uma
vez que Qn(0) € duas vezes continuamente diferenciavel para os
estimadores-M, existe uma expansao de Taylor de segunda ordem

Qn(0) = Qn(g]) + Sn(éj)/(g - gj)—l_
+ (0~ 6, H(0))(0 - 6)) (115)
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tal que éj € a estimativa na iteracao 5 do processo iterativo a
ser descrito e s, € H, sao o gradiente e o Hessiano da funcao
objetivo:

_0Qn(6)
Sn= o (116)
_0%Qn(0)
" 9006/ (117)

O estimador gj+1 da iteracao 5+ 1 € o maximizador da fung¢ao
quadratica sobre o lado direito de (115). Ele é dado por:

0,41 =0; — [Hn(6,)] 'sn(9;) (118)
Este processo iterativo € chamado de algoritmo Newton-Raphson.

Se a funcao objetivo € concava, o algoritmo geralmente converge
rapidamente para o maximo global.



Para o ML, quando o maximo global é obtido, a estimativa da
Avar(0) é obtida como —[H,(0)]~1.*

Gauss-Newton

No GMM a funcao objetivo € Qn(0) = —%gn(e)'ﬁ?gn(e). Como
na derivacao da distribuicao assintotica, € utilizada uma line-
arizacao da funcao gn(0). A expansao de Taylor de primeira
ordem de g,(@) em torno de 6; €

gn(0) = gn(gj) + Gn(g])(e — gj)
(Kx1) (Kxp) (px1)

— [gn(gg) — Gn(éy)gj] - [_Gn(gj)]e

“H,(0)"1 =13 H(w; ).



— V; — GJH (119)
tal que

Vj = gn(gj> - Gn(gj)éj, G;= —Gn(gj) (120)

_ ogn(0)
Gn(0) = 20’

Se a funcdo gn(0) (produto erro-instrumento) na expressao para
a funcao objetivo do GMM dada por v; — GjH, entao a funcao
objetivo deve ser quadratica em 6 e o maximizador (ou o mini-
mizador da distancia GMM) deve ser o estimador GMM linear:

011 = (GWG,)) G W, (121)
Esta € a estimacao da rodada 5+ 1 no algoritmo Gauss-Newton.
De forma distinta do Newton-Raphson, nao ha necessidade de
calcular as segunda derivadas.



Newton-Raphson e Gauss-Newton em formato comun

Duas similaridades entre os algoritmos. Substituindo (120) em
(121) e rearanjando se obtém:

0ir1=—[-Gn(0,)WGL(0)]  [-Gn(6,))Wgn(6,)] (122)
O segundo termo entre colchetes nao € o gradiante solucionado
em éj para a funcdao objetivo GMM Qn(0) = —%gn(e)’/Wgn(H).
O papel do Hessiano na funcao objetivo em (?7) é realizado aqui
pelo termo entre colchetes, que é a estimativa baseada em éj
de G'WG. Se g, € linear, entdo o equivalente ao Hessiano €
O Hessiano da funcao objetivo GMM. A analogia aqui € exata:
o algoritmo Gauss-Newton coincide com o algoritmo Newton-

Raphson.



Equacao apenas nao-linear nos parametros

No algoritmo Gauss-Newton (122), quando gn(0) = 1/n g(wy; 0)
€ nao linear em O € necessario usar médias sobre as observacdes

para resolver o gradiente e o Hessiano equivalente em cada

iteracao (isto também é verdade se a funcao em Newton-Raphson

se a funcao objetivo ndo é quadratica em 6).

EXxiste um caso onde a média sobre observacdes em cada iteracao
Nao € necessaria. Isto ocorre em uma classe de estimacao por
variaveis instrumentais nao-linear generalizado. Este € um caso
especial do GMM nao-linear tal que g(y:, z¢,0) pode ser escrito
como a(y, z¢, @)x:. Suponha que a equacao a(ys, z¢;, 0) assuma a
forma:

a(yt, z¢;0) = ag(ye, zt) + a1 (yt, 2¢) a(0) (123)
(1xq) (gx1)
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tal que ag(-) e a1(-) sao funcdes conhecidas de (y, z¢) (mas nao
sao funcdes de (0#)). Uma funcao dessa forma € dita ser apenas
nao linear nos parametros ou linear nas variaveis. Isto pode ser
visto:

1 2 1 2
gn(0) == > gy, z;0) == > alys, zt; )z =

=1 Ny=1

1 Xz 1 2
= ( > ao(yt,zt)wt) + ( > wtal(yt,zt)’) a(f) (124)
=1 Ni=1 (gx1)
(Kx1) (K'xq)

G () = 29(0) _ (1 n )aa(a)

(125)

- /
Y% nt;- wtal(ytazt) o0’

(K xq) (gxp)

Nestas equacoes esta claro que é necessario calcular as médias



uma vez antes de iniciar as iteracoes.
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