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GMM

e Hipotese mais importante de OLS: ortogonalidade entre termo
de erro e regressores. Sem essa hipotese OLS nao € nem
mesmo consistente.

e Em diversas aplicacdes em economia nao garantimos a condicao
de ortogonalidade. Estimacao por GMM é fundamental e
(quase) obrigatoria.

e GMM inclui como casos especiais OLS, IV, regressao multi-
variada e 2SLS.



Viés de Endogeneidade

e Classico exemplo de Working (1927)

e Exemplo para mercado intermediario de café - commodity

e Modelo simples de oferta e demanda

@@ = ag+ a1p; + u; (1)
q; = Bo+ Bipi + v; (2)
@ = q (3)

e ¢ = quantidade, p = preco. Indicadoras sao:. tempo i, de-
manda d, e oferta s. v € 0 termo de erro da demanda e v O
termo de erro da oferta.



Viés de Endogeneidade

e Vamos assumir E(u;) = 0 e E(v;) = 0, e por simplicidade,
Cov(u;,v;) = 0.

d

e Fazendo ¢ = g7 = q;, temos:

¢ = oo+ aip; +u; (4)
¢ = PBo+ Bipi + v; (5)



Viés de Endogeneidade

e Dissemos que um regressor € endogeno se ele nao € prede-
terminado, i.e. nao é ortogonal ao erro.

e Em Nnosso caso, p; € enddgeno em ambas as equacgoes:

Bo—ap |, v;—uy
i = + 6
P a1 —pB1 a1 —pBH (6)
0y = 180 — apBi 4 Vi~ B1u; (7)

a1 — B a1 — B1



Viés de Endogeneidade

e Desse sistema de equacdes podemos calcular a covariancia
de p;:

ar(%), Cov(p;, u;) = ar(vi)
a1 — B a1 — B

(8)

Cov(p;, u;) =

e Observe que as covariancias nao sao zero. Nesse caso a
endogeneidade é resultado do equilibrio de mercado.



Viés de Endogeneidade

e Quando rodados uma regressao de quantidade contra preco
e uma constante, estamos estimando a oferta ou demanda?
Como preco € enddgeno em ambas equacoes a resposta nao
é clara.

e Da projecao do OLS sabemos que:

Cov(p;, q;
plim da estimativa de OLS de p; = (pi, i) (9)

Var(p;)

e Para explicitar o efeito-preco na curva de demanda use q; =
ao + a1p; + u; € faca:

Cov(p;, ;) = axVar(p;) + Cov(p;, u;) (10)



Viés de Endogeneidade

e Substituindo (10) em (9), temos o viés assintotico para aq:

Cov(p;, u;)

lim da estimativa de OLS de p; — a1 = 11
e Similarmente o viés assintotico para (51 é dado por:
Cov(p;, v;
plim da estimativa de OLS de p, — 81 = (pi, vi) (12)
Var(p;)

e Ent3ao como a covariancia nao é zero, a estimativa OLS nao
€ consistente para a1 € para 3.



Viés de Endogeneidade
e Isto é conhecido como viés de endogeneidade.

e Porque O erro e 0 regressor sao relacionados por meio de
um sistema de equacdes simultaneas, esse viés também é
conhecido como viés de equacoes simultaneas ou viés de
simultaniedade.

e Sem Vviés o0 plim da estimativa OLS do coeficiente de preco
seria:
__apVar(v;) + B1Var(u;)
~ Var(v;) + Var(u;)




Mudancas na oferta

e Como identificar se as mudancas nos precos sao devido a
alteracdoes na curva de oferta ou na demanda?

e Suponha que uma mudan¢a na oferta v; possa ser divida
em um fator observavel x; e em um fator nao observavel
nao-correlacionado com x;. Assim:

q; = Bo + B1p; + Box; + ¢; com By =0 (13)

e Imagine que esta variavel x; que provoca mudancas na curva
de oferta é predeterminada (i.e. ndao-correlacionada com o
termo do erro)

10



Mudancas na oferta

e Na equacao em questao, uma variavel predeterminada que
€ correlacionada com 0O regressor enddogeno € chamada de
variavel instrumental ou um instrumento. Em nosso exem-
plo, o deslocador da curva de oferta x; pode servir como um

instrumento para a equacao de demanda.

e Usando equacao (13) e (7) temos:

Bo — ag Bo Gi — U
i = + i +
P a1 — B1 Oé1—51w a1 — B
G = a180 — apBi I a1 52 i+ a1G; — Bru;

a1 — B1 a1 — B1 a1 — B1

(14)

(15)
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Mudancas na oferta: condicoes do instrumento

e Como Cov(x;, ;) = 0 por construcao e Cov(x;,u;) = 0 por
hipotese (no momento).

e A partir da equacdo p; = gg_acl) + al 2 —z; + O%_uzl
Cov(w;,p;) = b2 Var(z;) # 0 (16)
a1 — B1

e EsStas sao as condicOes de validade de um instrumento
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Mudancas na oferta

e Com um instrumento valido podemos estimar a1 consisten-
temente.

e Usando a curva de demanda podemos calcular Cov(z;,q;):

Cov(z;, q;) = arCov(x;, p;) + Cov(zy, u;) = ayCov(z, p;)
dado que Cov(x;,u;) = 0.
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Mudancas na oferta

e Dividindo ambos os lados por Cov(x;, p;), temos

_ Covu(z;,q;)

o1 =
LT Cov(ai, i)

Assim um estimador natural de o é:

covariancia amostral entre z; e g;
covariancia amostral entre x; e p;

a1y =

e Este é o0 estimador de variavel instrumental (IV) com x; como
instrumento.

14



2SLS

e Outro estimador popular € o de minimos quadrados de dois
estagios (2SLS).

e (Estagio 1) regressao de p; contra xz;

e (Estagio 2) regressao de g; contra p; (onde p; € o valor predito
no primeiro estagio).

e Entao o estimador 2SLS pode ser escrito da seguinte forma:

covariancia amostral entre p; e g;
variancia amostral de p;

a1 2818 =
15



e Para relacionar a equacao de demanda com o 2S5LS:

¢ = oo + a1p; + [u; + a1(p; — p;)]

A estimativa de a7 € consistente pela seguinte razao: se o
valor previsto p é exatamente igual a projecao de minimos
quadrados E*(p|1,x), entdo nem wu; nem (p; — p;) devem ser
correlacionados com p;. u; nao & correlacionado porgque nao
é correlacionado com x; € p; € uma funcao linear de x; e (p; —
p;) € nao correlacionado porque € uma projecao de minimos
quadrados do erro. Esses resultados valem quando N — oo

e NO caso destes exemplos 0s estimadores IV e 2SLS s3ao os
numericamente os mesmos. O estimador IV € um caso de
GMM.



Exemplos: Modelo Macro

e Modelo de consumo de Haavelmo (1943)
Ci = ao + a1Y; + u; (17)

Y =Ci+ I; (18)

e Variaveis: C; consumo agregado; Y; € PNB; «a; € a propensao
marginal a consumir (0 < a1 < 1).

e GNP em equilibrio é:

aQ

Y; = (19)

1—041 1—0{,&' 1—042'
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Exemplos: Modelo Macro

e Se 0O investimento é predeterminado, i.e., Cov(l;,u;) = O
segue que
V .
Cov(Y:,u;) = Lor(i) _ g
Var(I;
Cov(y; 1) = Vot

e Nesse caso, Y; € enddgena por meio da fungcao consumo.
O investimento é um instrumento valido para O regressor
enddgeno.
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e O plim da estimativa de OLS da equacao de consumo é
assintoticamente viesado:

RN COV(Y:ia ’U,Z) 11—
plimaj o, — a1 = >0
; Var(Y: Var(l;)
(¥) 1+ Var(u;)

e O viés assintotico pode ser corrigido pelo uso do investimento
como instrumento para a renda. Aqui se usa 0 mesmo papel
do descolador de oferta no exemplo de Working.



Exemplos: Funcao de Producao

e Em muitas aplicacdoes é comum se aplicar uma hipotese sobre
a estrutura de informacao. Neste exemplo, a idéia fundamen-
tal € que a empresa possui mais informacoes do que 0 econo-
mista. Portanto, o que nao € conhecido quando estimamos
um modelo pode ser conhecido no mercado.

e A endogeneidade surge quando regressores sao decisOes re-
alizadas pelo agente com base em fatores que nao sao ob-
servaveis por quem estima.
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Exemplos: Funcao de Producao

e Suponha uma amostra cross-section onde firmas escolhem
O insumo trabalho para maximizar seus lucros. A funcao de
producao para a firm 2 é:

Q; = A;(L)? exp(v;),0 < ¢ < 1 (20)

e Tal que @; € o produto, L; € o trabalho contratado, A; € O
nivel de eficiéncia da conhecido pela firma, e v; € 0 choque
tecnoldgico. Em contrate a A;, v; nao & observado pela
firma quando ela escolhe L;. Nem A; nem v; € observavel
pelo econometrista.
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e Assuma que B = E[exp(v;)] € 0 mesmo para todas as firmas
(ver hipoteses no texto). O nivel de produto que as firmas
esperam quando escolhem L, é

Ai(L)"B

e Assuma industria competitiva. Ent3ao p (preco de ;) e w
(salario) sao constantes entre as firmas ¢. O objetivo da
firma é maximizar lucros

ma {pAi(Li)d)lB - ’wLi}

solucionando para L; temos:

w

71 .
L;= (-) (A;Bg1)*t—1
p



Exemplos: Funcao de Producao - Viés

e Faca wu; ser o desvio da firma ¢+ da média do log da eficiéncia:
u; = log(A;) — Eflog(A4;)]. Faca ¢g = E[log(A;)] (E(u;) =
OcA; = exp(¢pg + u;)). As equacdes para estimacao sao as
seguintes:

109(Q;) = ¢o + ¢1109(L;) + (v; + u;) (21)
1
Uy
1—-¢1
tal que Bo = g z[log(w/p) — ¢o — 10g($1B)]

log(L;) = Bo + (22)

e A estimativa OLS de ¢1 é viesada. Isto ocorre porque L; € um
regressor enddogeno que é relacionado com o termo de erro
20



(v; +u;) por meio de u;. Este exemplo ilustra outra fonte de
endogeneidade: a variavel escolhida pelo agente possui um
termo de erro que nao é conhecido pelo econometrista.



Formulacao Geral

Hip. 3.1 (linearidade): y; = 2/ + ¢; (i =1,2,..). z ¢éo
vetor de regressores, 6 € o vetor dos coeficientes (L x 1).

Hip. 3.2 (estacionaridade ergodica): Seja x; o vetor dos ins-
trumentos (dimensao K), e faca w; serem 0s elementos
unicos e nao-constantes de (y;, z;, ;). {w;} € conjuntamente
estacionaria e ergodica.

Hip. 3.3 (regressores pré-determinados): Todas as variaveis
em x; sao pré-determinadas no sentido de que todas sao
ortogonais ao erro: E(x;,e;) = 0 paratodoiek(=1,2,.., K).

Ou seja: E[:cz(yz — Z,Z(S)] = 0 ou E(gi) = 0, tal que g; = x;¢;.
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Formulacao Geral

Exemplo 3.2 (equacao de salario): Considere a seguinte equacao
de salario:

log W; = 01 + 025; + 03EXPR; 4 041Q; + €,

Entao
y; = logW;, L = 4,
I [ logW,;
1 < S;
: ? )
%= EXSZgR. K =52=| EXPR; | ,w; = Ei(g-Rz
Q; AGE; AGE,
L MED; MED;
- - | 1
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Identificacao

Um instrumento deve ser predeterminado e correlacionado com
OS regressores.

Hipotese 3.4 (condicao de posto para identificacao): A ma-
triz E(x;2,) € posto-completo. Representamos por Xz

Para enfatizar a dependéncia de g, = x;e; sobre o vetor de
parametros e os dados escrevemos g; como g;(w;; d) = E[x;(y; —
zgé)] = 0. Deste modo a condicao de ortogonalidade é rescrita
Ccomo:

gi(w;;0) =0 (23)
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Agora faca 6(L x 1) ser um valor hipotético de & e considere o sis-
tema de K equacdes simultaneas em L incognitas (os elementos
do valor hipotético):

gi(w;;6) =0 (24)

As condicdes de ortogonalidade (23) implicam que os valores do
vetor de coeficientes § sdo uma solucao para o sistema (24) de
K equacdes simultaneas. As quatro hipoteses GMM garatem
que existe solucao para o sistema de equacdes simultaneas.

Dizemos que o vetor de coeficientes € identificado se d = 0 é a
unica solucao.

(24) é um sistema de K equacdes lineares:

E(x;y;) — E(x;2))d =0 (25)



ou

dirz 5 — Ozxy (26)
(KxL)(LX1)  (Kx1)
tal que
dpz = E(mizg); Oxy — E(x;y;)

0 = 0 € a unica solucao para o sistema se e somente se X > €
posto completo (que é a condicao da hipotese 3.4).



Condicao de Ordem para Identificacao

Como o0 posto de Yp» < L se K < L, uma condicao para
identificacao é que

K (# variaveis predeterminadas) > L(# regressores) (27)

Esta condicao possui como equivalentes:
e # condicOes de ortogonalidade > # parametros
e #£ variaveis predeterminadas excluidas da equacao > #

regressores enddgenos
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Taxonomia para Identificacao

A equacao pode ser:

Sobreidentificada condicao de ordem é satisfeita com K > L

Exatamente identificada quando a condicao de ordem € satis-
feita com K = L

Subidentificada a condicao de ordem nao é satisfeita, K < L

25



Normalidade Assintotica

Hipotese 3.5 (g; € um mds com segundos momentos fi-
nitos): Faca g, = x;¢;. {g;} € uma sequéncia martingale
diferenca (E(g;) = 0). A matriz dos momentos cruzados
(K x K), E(g;9!), € ndo-singular. Usamos S para Avar(g).
Pela Hip. 3.2 e pelo teorema do limite central (ergddico
diferenca martingale estacionario), S = E(gz-gg :
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Normalidade Assintotica

e Se osinstrumentos incluem uma constante, entao esta hipotese
implica que o termo de erro € uma sequéncia martingale em
diferencas.

e Uma condicao suficiente:

E(e; | gi—1y 61,4, Ti—1,...,£1) =0

O que significa que o termo de erro é ortogonal nao apenas
a0 instrumento contemporaneamente mas a todos o0s instru-
mentos passados.
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e Como g;g) = e?x;x, S € uma matriz de quarto momentos.
A estimativa consistente de S ira requerer uma hipotese de

quarto momento (3.6).

e Se {g;} € seriamente correlacionado, entao S nao € igual a
E(g;g,) e sera necessdria uma forma mais complicada para
estimacao.



Definicao GMM

e As condicoes de ortogonalidade afirmam que um conjunto de
momentos da populacao sao todos iguais a zero — E[g(w;; §)].

e O principio basico do método dos momentos é escolher uma
estimativa dos parametros tal que corresponda aos momen-
tos amostrais que também sao iguais a zero.

gn(d) = — Z g(w;; )

28



Definicao GMM

e Aplicando o principio do método dos momentos, devemos es-
colher o § que soluciona o sistema de K equacdes simultaneas
e L incognitas: gn(d) = O.

e Como o sistema é linear podemos escrever:

_ 1 n )= 1 n 1 n , _
gn(0) == > xi(y; —2z0) == > wmy;— | = D xiz, |6 (28)
ni=1 ni=1 ni=1
gn(8) = Sxy — Sxz0 (29)
1 & 1
Sajy == — Z L;Y; S Swz == ; Z L;z;
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e O andlogo amostral de g,(d) = 0 é um sistema de K equacdes
lineares com L incognitas:

e Se K > L entao o sistema pode nao ter uma solucao. A
extensao do método dos momentos que lida com este caso
e 0o GMM.



Método dos Momentos

e Pela hip. 3.2, S;» converge para YXz> — Sz € inversivel em
amostras grandes.

e ENntao, quando possuimos amostras grandes o sistema tem
solucao:

SIV — Sa_:zlsccy (31)

Este é o estimador de variaveis intrumentais (IV) para x;
servindo como instrumento.
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Meétodo dos Momentos

e Se z, = x; entao todos 0s regressores sao pré-determinados,
entao EIV se reduz ao estimador OLS. Portanto, a estimacao
OLS € um estimador do método dos momentos.
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Método dos Momentos Generalizado

e Se a equacao é sobre-identificada (K > L) entdao n3ao pode-
mos escolher em geral um d que satisfaca as K equacdes do
sistema em questao.

e Podemos ent3o escolher um é tal que gn(S) seja 0 mais perto
de O.

e Para definir “perto”, determinamos a distancia entre dois
vetores quaisquer (dimensao K) £ e n pela forma quadratica

(E—n)W(—n)
W €é uma matriz simétrica e positiva definida que define a
distancia.
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Método dos Momentos Generalizado

Definicao 3.1 (Estimador GMM) Faca W ser uma matriz simétrica
e positiva definida, dependente da amostra, tal que w —p W
a medida que n — oo, com W simétrica e positiva definida.
O estimador GMM de §, representado por S(ﬁ/’\), e

§(W) = argminJ (8, W)
0
onde

J(8, W) = n [gn(8) Wgn(5)]
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Método dos Momentos Generalizado

e Como gn(d) é linear em §, a funcdo objetivo é quadratica em

~

0 quando a equacao € linear:

J(S, /“7) — ?’L(Swy — Swzg)/W(Swy — Swzg) (32)

A FOC com respeito a d é:
S;Z/WSmy = S;z/WSsz

e Como W é positiva semidefinida a matriz (L x L) S{cz/Wsmy
€ nao singular. A uUnica solucao pode ser obtida multipli-
cando ambos os lados por pela inversa de S;Z/Wswy. A Unica
solucao forma o estimador GMM:

estimador GMM: §(W) = (S, W Sz2) 18, Wszy (33)
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e Se K = L, entdao Sy € uma matriz quadratica e o estimador
GMM se reduz ao estimador 1V.



GMM: Sampling Error

Multiple ambos os lados por da equac¢ao de estimacao y; = z,£5—|—
g; por e tomando as médias se tem:

tal que
1 n
Tie; = — > g(w;; 6) = gn(0)
i=1
Substituindo (34) na equacao do estimador GMM (33):

S(W) -3 = (S, WSz:)"18,, . Wg (35)
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Distribuicao assintotica do estimador GMM

Proposicao 3.1 (distribuicao assintotica do estimador GMM):

(a) (Consisténcia) Sob as hipoteses 3.1-3.4, plimnﬁoog(ﬁ/’\) —
d.

(b) (Normalidade assintética) Se a hipotese 3.3 é expandida
como a hipotese 3.5, entao

Vn(§(W)—8) =, N(0,Avar(6(W)) a medida que n — oo,
tal que

Avar(§(W)) = (B, WEgz) '8, WSW g, (35,,WEzz2) "
sendo que Xz. = E(x;2)),S = E(g;g}), W = plimW.
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Distribuicao assintotica do estimador GMM

Proposicao 3.1 (distribuicao assintotica do estimador GMM):

(c) (Consisténcia da estimativa de Avar(8(W))) Suponha que
é disponivel um estimador consistente, S, de S(K x K).
Ent3o, sob a hipStese 3.2, Avar(§(W)) é consistente-
mente estimada por

—_—

Avar(§(W)) = (8. W Su>) 18! W SW Sy, (S,, W Szs)"L,

tal que Szx € a média amostral de «’Bzwé
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Distribuicao assintotica do estimador GMM

Proposicao 3.2 (estimacao consistente da variancia do erro):
Para qualquer estimador consistente, 8§, de §, defina & =
y; — z.0. Sob as hipdteses 3.1, 3.2, mais a hipotese que
E(z;z)) existe e € finita,

dado que E(&?) existe e € finito.
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Teste de Hipotese

Proposicao 3.3 (razao ¢t robusta e estatistica de Wald): Su-
ponha que as hipoteses 3.1-3.5 valem, e suponha que é dis-
ponivel uma estimativa consistente S de S. Faca

—_—

Avar(§(W)) = (8., W Su>) 18! W SW Sy, (S, W Szs)" 1L,
Entao
(a) Sob a hipétese nula Hg : §; = &y,
_ V(§(W) = 5)) 5£(/V‘7) — 9y)

= SE —d N(O, 1).
% (Avar(5(W)) e ‘
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L ——— L ————

tal que (Avar(S(/W)))M é o0 elemento (¢¢) da Avar(6(W)))
e

—_—

SE} = \/%(Avar(ﬁ(ﬁ?))w

(b) Sob a hipétese nula Hg : RO = r tal que #r € 0 numero
de restricdes e R(#r x L) é posto completo em linha,

W = n.(R§(W)—r){RIAvar(S(W)IR'} 1 (RE(W) =) —q x> (#r

(c) Sob a hipotese nula Hg : a(d) = 0 tal que A(d), a matriz
(#a x L) de primeira derivada de a(d) € continua e de
posto completo,

W = n.a(8(W)){ABW))[Avar(B(W)]AGW))} L (ad(W)) —



Restricdes: Hp : R0 = r, exemplo: R = [Iqoqx(kﬂ_q) e
r = 04 (veja Stock e Watson, p. 760).



Estimativa de S

e Vimos anteriormente que uma estimativa consistente era
S = gs

tal que &§; = y; — 2'0.
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Estimando S consistentemente

Generalizacao da hip. 2.6.

Hipotese 3.6 (quarto momento finito): E[(z;.z;)?] existe e é
finito para todo k, 7 =(1,2,...,.K), e é(=1,...,L).
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Estimando S consistentemente

Proposicao 3.4 (estimativa consistente de S): Suponha o co-

eficiente estimado & usado para calcular o residuo g; para S
de (1/n) 7, E2x;x!, e suponha que S = E(g;g") exista e €
finito. Entao, sob as hIDS 3.1, 3.2 e 3.6, S é consistente para
S.
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Estimador eficiente GMM

Proposicao 3.5 (escolha 6tima da matriz W): Um limite in-
ferior para a variancia assintotica dos estimadores GMM, in-
dexados por W, é dado por (¥/,.S 13:.)"1. Esse limite
inferior é alcancado se W é tal que W (= plimW) = §—1.

Portanto, o estimador GMM eficiente € aquele que satisfaz
plimW = §—1.

Simplesmente substituindo w por S-1 (que é consistenta para
S—l) nas formulas da Proposicao 3.1 obtemos:

estimador GMM: §(S~ 1)_(5 S 18..)" 1S 5‘ sxy (36)
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Avar(§(S™ 1)) = (2.8 154.) ! (37)

/\

Avar(§(S—1)) = (S..8 18..) 1 (38)

Com W = S—l, as formulas para o teste t robusto e estatistica
de Wald da Proposicao 3.3 passa a ser:

te:zaig_l)—gﬁ
SE;

o) SEZ‘ € 0 erro-robusto dado por

(39)

SEg—\/ ((S%,81822) "Dy

W = n.a(6(S 1)) {AGB(S 1)) (S..518,.) LA(S 1)1 1(ad(S1))
(40)



Estimador GMM eficiente

e Para se calcular um estimador GMM eficiente precisamos de
uma estimativa consistente de S.

e A proposicao 3.4 garante que S baseado em qualquer esti-
mador consistente de § € consistente para S.
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Estimador GMM eficiente

e Procedimento de dois estagios de estimador GMM eficiente.

1. Escolha uma matriz W que converge em probabilidade
para uma matriz simétrica positiva definda, e minimize
J(5, W) sobre § para obter §(W). Usualmente fazemos
W = S_!. Esse estimador é o conhecido método de
minimos quadrados de dois estagios (2SLS). Use isto para
calcular o residuo £ e obter um estimador consistente S
de S.

2. Minimize J(§,5~1) sobre §. O minimizador é o estimador
GMM eficiente.
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Teste de Hansen de Restricoes Sobre-identificadoras (Han-
sen, 1982)

Quando a equacio é sobre-identificada entdo a distancia J (4, /V[7) —
n [gn(g)’Wgn(S)} (ver Definicdo 3.1) ndo é exatamente zero. Se

a matriz de pesos W ¢& escolhida otimamente entao plimW =
S_l, assim a distancia minimizada é assintoticamente qui-quadrada.

Proposicao 3.6 (Teste de Hansen de sobre-identificacao de
restricbes:) Suponha que disponivel um estimador consis-
tente de S, S(= E(g;g.)). Sob as hipoteses 3.1-3.5,

J((87H), 87 = n.gn(8(57H)' 57 gn(8(S7H) =g x*(K-L).
(41)
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Comentarios:

e Este é um teste de especificacao: se todas as restricoes do
modelo sao satisfeitas. Se a estatistica J € grande signi-
fica que tanto as condi¢cdes de ortogonalidade e/ou outras
hipoteses sao falsas. Apenas quando temos confianca nas
outras hipoteses podemos interpretar a estatistica J grande
cComo evidéncia para endogeneidade de algum dos K instru-
mento incluidos em «x;.

e O teste nao é consistente contra algumas falhas das condicoes
de ortogonalidade.

e EXistem preocupacdes quanto a aplicacao do teste para amos-
tras pequenas.



Testando subconjuntos para condicoes de ortogonalidade

Suponha que podemos dividir os K instrumentos em dois grupos:

1. o vetor x;; de K7 instrumentos confiaveis e,

2. o0 vetor x;2 dos demais instrumentos K — K7 que podem ser
suspeitos de violar a hipotese de ortogonalidade.

Como a ordenacao dos instrumentos nao muda o0s valores da
estimacao e das estatisticas de teste, podemos assumir que 0sS
ultimos K elementos de x; sao 0s suspeitos:

a7



T — L1 } K4 linhas
¢ ;o } K — K7 linhas

A parte do modelo que queremos testar é:

E(z;e;) =0 (42)

Esta restricao é testavel se existe ao menos instrumentos nao
suspeitos quanto os coeficientes: K1 > L.

A idéia € comparar duas estatisticas J de duas estimativas GMM
do mesmo coeficiente d: uma usando o subconjunto de instru-
mentos x;1 € outra utilizando todos os instrumentos x;. Se a
inclusao dos instrumentos eleva a estatistica J entao existe uma
boa razao para duvidar da predetermina¢cao dos x;».



De acordo com as particicoes de x;1 as condicOes de ortogona-
lidade podem ser escritas assim:

(gé”(@ S11 S

(5) = 1% 1 g = |51 Sw 43

?Kil)) g2n(9) (KxK) !521 522] (43)
| ((K—=K71)x1) _

tal que S11 = E(e?x;12)), etc.

Proposicao 3.7 (Testando um subconjunto de condicoes
de ortogonalidade:) Suponha que as hipoteses 3.1-3.5 va-
lem. Faca x; ser um subvetor de x;, € expanda a hipotese 3.4
pelo requerimento da condicao do posto para identificacao
seja satisfeita para x;1. Entao para qualquer estimador con-
sistente S de S e S11 de Sq1,

C=J—J —=4x(K—Kj).



Exemplo 3.3 (testando o quanto escolaridade é predeterminado
na equacao salarial) Na equacao salarial do exemplo 3.2, su-
ponha que escolaridade S; é suspeita de ser enddgena. Para
testar esta situacao faca:

1
EXPR;
AGE;
MED;

O vetor de regressores z; € 0 mesmo. O primeiro passo é
estimar 0 pelo GMM eficientes de duas etapas com x; =
[x;12;0]" como instrumentos. Isto produz J e a matriz (5x5)
S. Utilize a matriz § da primeira estimacdo para formas
a matriz S11 e estime 0os mesmos coeficientes 6 por GMM
(usando x;1 e S11 ). A diferenca das estatisticas J deve ser
assintéticamente x2(1).

Ti] = , Tio = [S4]
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Teste de Hipotese por Principio Razao da Verosimilhanca
(LR)

Na secao 3.5 foi derivada as estatisticas de teste chi-quadrada
para as hipoteses nula Hgp : a(d) = 0 pelo principio de Wald.
Aqui € feito o mesmo pelo principio LR: examina a diferenca na
funcao objetivo com e sem a imposicao da hipotese nula.

Na estimativa GMM eficiente a funcdo objetivo é J(§, S 1) para
uma estimativa consistente S de S.

Estimador GMM eficiente restrito

5(S~1) =argmin J(8,S71) s.t. Hg (44)
o
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O principio LR sugere que

LR=J(G(S™D, 8 H - gids™1),8bH (45)
deve ser assintoticamente y-quadrado.

Proposicao 3.8 (estatistica de teste pelo principio LR): Suponha
que as Hipoteses 3.1-3.5 valem e suponha que seja disponivel
um estimador consistente § de S(= E(gig,)). Considere
a hipotese nula de #a restricdes Hpg : a(d) = 0 tal que
A(6) = 0, a matriz (#a x L) das primeiras derivadas, €
continua e de posto completo. Defina duas estatisticas, W e

LR, por (40) e (45) , respectivamente. Ent3o, sob a hipdtese
nula, o seguinte vale:

(a) As duas estatisticas sao assintoticamente equivalentes —
as distribuicdes assintéticas sdo as mesmas (x2(#a)).



(b) As duas estatisticas sao assintoticamente equivalentes
no sentido mais forte que suas diferencas numéricas con-
vergem em probabilidade para zero: LR — W — 0.

(c) Além disso, se a hipotese € linear tal que as restricdes po-
dem ser escritas como Rd = r, entao as duas estatisticas
SA0 numericamente iguais.



Teste de Hipotese por Principio Razao da Verosimilhanca
(LR)

e A vantagem da LR sobre W é invariante: o valor numérico da
LR nao depende de como as restricoes sao representadas por
a(-). Quando a hipdtese é nao linear é necessario escrever
um programa para o teste.

e Proposicdo 3.8 requer gue a matriz de distancia W satisfaca
a condicdo plimW = S—1. Caso contrario LR ndo é es-
tatisticamente y-quadrado. (A estatistica de Wald é as-
sintoticamente y-quadrado sem satisfazer esta condicao de
eficiéncia).
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e A mesma estimativa de S deve ser usada para calcular a LR
(os dois J).

e Para existir equivaléncia numérica, LR = W, no caso linear
entdo a mesma estimativa S deve ser a mesma para am-
bos. Caso contrario, LR e W sao apenas assintoticamente
equivalentes.



Teste de Hipotese por Principio Razao da Verosimilhanca
(LR)

Estatistica LR para OLS: OLS € caso especial de GMM. A
estatistica LR pode ser escrita da seguinte forma: em OLS

fazemos x; = z;, entao 0 modelo GMM eficiente irrestrito €
OLS e J(8(S~1),5-1) = 0. Portanto,

LR=J((S 1,81 (46)
Aqui 6(S—1) é o estimador GMM eficiente restrito.

Pela Proposicao 3.8 esta estatistica € assintoticamente -
quadrada e € numericamente igual a estatistica de Wald se a
hipotese nula é linear. (Assumindo homocedasticidade con-
dicional a LR € a diferenca na soma do quadrado dos residuos
normalizado pela variancia do erro).
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Implicacoes da Homocedasticidade Condicional

A analise anterior nao assume homocedasticidade. Esta analise
€ apresentada na secao 3.8 do livro de Hayashi como caso par-
ticular de GMM.

Hipotese 3.7 (homocedasticidade condicional:)

E(e? | x;) = 02

e Nesse caso, a matriz do quarto momento é S = E(g;g!) =
E(e €T; ac’) pode ser escrito como o produto de segundos mo-
mentos:

tal que qup = E(J?ZCU;,)
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Implicacoes da Homocedasticidade Condicional

e Como S é nao singular pela hipotese 3.5 isso implica que
02 >0 e Xz € ndo-singular.

e Para este caso, o estimador de S é:

. 1>
S =522 z,x! = %Sy (48)

AqQui 52 é um estimador consistente a ser especificado depois.
Por estacionariedade ergodica Szxr —a.s. 2xx. Dado um 52

~

nao precisamos da Hip. 3.6 do quarto momento para S ser
consistente.
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Implicacoes da Homocedasticidade Condicional Com hom-
cedasticidade condicional simplesmente varios resultados podem
ser simplificados com a substituicao de S por &QSm € a expressao

S de (1/n) >0 4 szaz-:cg por S em (48). As simplificacdes sdo as
seguintes:

e O estimador GMM eficiente se torna 2SLS:
5(871) = [542(6°Sax) ™1 52215, (6%S2a) ' sa
= [S}2S0s 22155 S0s Say
=5(5:) = bas1s (49)

e SOob homocedasticidade condicional, nao ha necessidade do
primeiro passo do estimador GMM porque o0 segundo passo se
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reduz ao estimador GMM com S, sendo usado para S. Este
estimador é chamado de Minimo Quadrado de Dois-Estagios
(2S5LS) — Proposto por Theil (1953).



Implicacdes da Homocedasticidade Condicional — Avar(dog7,9)
Podemos calcular a Avar para o caso do 2SLS:

Avar(8ogr,5) = 02(Zh . XraSaz) .

Um estimador natural para a Avar é:

L ————

Avar(8zs1,5) = 62(ShsSpa Suz) "t

Para 82, considere a variancia amostral do residuo do 2SLS:
2 1 &, /5 2
= Z(yz — 2;0251.5)°
i=1

Pela proposicdo 3.2, 2 —, 02 se E(z;z}) existe é finito. Por-
tanto, se S é definida como (48) com este 52 acima.

Substituindo (48) nas equacdes da razao t e da estatistica de

Wald, se tem:
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028184 — Og

W= sR, (50)
com
52
SE; = \/— ((822S28S22) "1 )
n
o alBas1s) [ABas1s) (ShaSiit Saz) P AGasis)|  albasis)

52
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Implicacoes da Homocedasticidade Condicional

e Quando W = (2S.z) " 1:
— Sajzg)/sw_wl(Swy — szg)

52

J(8,(628,5)" L) = {52y

Para o estimador d>grg, a distancia J é chamada de es-
tatistica de Sargan (1958):

Estatistica de Sargan = n(smy — S20251.9)' Sz (Swy — Swz025Ls)

5.2
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2SLS

Proposicao 3.9 (Propriedades assintoticas do 2SLS):

(a)

(b)

Sob as hipdteses 3.1-3.4, o estimador 2SLS é consistente.
Se adicionamos a hipotese 3.5, o0 estimador é assinto-
ticamente normal com a variancia assintdotica dada por
Avar(dss1,5) com W = (6°%,,)~ 1. Se a hip. 3.7 € adicio-
nada as hips. 3.1-3.5, entao o estimador GMM ¢ eficiente.

Além disso, se E(z;z}), entdo:

a variancia assintotica é consistentemente estimada por
Avar(ézSLS).
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5 —6,
(6) to =557, N0, 1),

W = 5202519 {A02515) (Sé;zsig%gmz)_1A(525LS)’}_1G(523LS)

X2 (#r), e 0

7d

(d) a estatistica de Sargan —,; x2(K — L).



GMM com multiplas equacoes
Estimar mais de uma equacao conjutamente por GMM.

O " payoff’'de dominar a estimacao de multiplas esquacoes é con-
sideravel. Quando se assume homocedasticidade condicional, o
GMM se reduz ao " full-information instrumental variable effici-
ent (FIVE) estimator”, que se reduz no 3SLS se o conjunto de
variaveis instrumentais € comum para todas as equacoes. Se as-
sSuMirmos que todos 0s regressores sao predeterminados, 3SLS se
reduz no estimador SUR (seemingly unrelated regressions), que
poOr sua vez se reduz na regressao multivariada quando todas as
equacdes possuem 0S mesmos regressores.

Sera mostrado que o sistema de multiplas equacoes pode ser es-
crito como um sistema de equacao com 0s coeficientes restritos
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a serem 0S mesmos entre equacdes. O estimador GMM para
este sistema é de novo um caso especial do GMM de equacao
unica. O estimador GMM quando todos 0S regressores sao pre-
determinados e 0s erros sao condicionalmente homocedasticos é
chamado do estimador de efeitos aleatérios (RE). Assim sendo,
SUR e RE sao estimadores equivalentes.



GMM com multiplas equacoes

Hip. 4.1 (linearidade): Existem M equacdes lineares:

Yim = ZimOm + €im (G =1,2,..)(m=1,...,. M).

z € 0 vetor de regressores, § € 0 vetor dos coeficientes (L x
1). O modelo ndao faz hipoteses sobre a correlacao entre os
erros das equacoes. Além disso, nao ha restricOes sobre os
coeficientes de equacoes diferentes.

Hip. 4.2 (estacionaridade ergoddica): Faca w; serem o0s ele-

mentos Unicos € nao-constantes de (Y1, -+, Yi M Zils --s ZiMs Lils -+

{w;} € conjuntamente estacionaria e ergddica.
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Condicdes de ortogonalidade € o conjunto das condicdes de
ortogonalidade das condicoes individuais.

Hip. 4.3 (condicdes de ortogonalidade): Para cada equacao
m, as K, variaveis em x;,, Sao pré-determinadas no sentido
de que todas sdao ortogonais ao erro: E(z;ng;,m) = 0 para
todoiem(=1,2,..., M). Ou seja, existem Y, Ky, condi¢cdes
de ortogonalidade no total. Se nos definirmos

Li1-€41
(2%21 Kmx1) | LiM-EiM |
entao todas as condicdes de ortogonalidade podem ser es-
critas compactamente como

E(gi) =0 (53)




Nao é assumido ortogonalidade cruzada. Por exemplo, x;;
Nnao precisa ser ortogonal a g;,5, embora tenha que ser a ¢;.
Todavia, se a variavel for incluida em ambos os vetores, entao
a hipotese implica que a variavel é ortogonal a ambos ¢;1 e

€12

Exemplo. Assuma 3, K, como 8(=4+4) eg; €

€i1
Si€il
EXPRi&‘Z'l
MFED;e;q
£i2
Si€42
EXPRZEZQ
MED;e;>

gi




Este é 0 caso pois x;1 € x;o possuem O mesmo conjunto de
instrumentos, cada instrumento € ortogonal a €;1 € g;o.



Identificacao

Com as condicdes de ortogonalidade podemos derivar as condicoes
de indentificacao.

e Na versao de equacao multipla:
B /
x;1.-(yi1 — 2;101)

g(w;; ) = (54)

/
i (Wi — Z500M)
e 0 sem O subescrito é o vetor "empilhado” dos coeficientes:

5 — [5151\4]/
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Identificacao

e O vetor de coeficientes é identificado se & = § é a Unica
solucao para o sistema de equacoes:

Nesse caso,

E(zi1.yi1)

| E(xinvving) |

E[g(w;; 0)] = 0.

Elg(w;; 0)] =

[ E(xi1.2)1)

E(xinr-200) |

Elg(w;; 8)] = ozy — Tz26.

(55)
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Logo, o sistema de equacdes determinando & pode ser escrito
cComo:



Identificacao

e Uma condicao para identificacao é que X ;» tenha posto com-
pleto. Mas como esta matriz é bloco-diagonal, esta condicao
€ equivalente a:

Hipotese 4.4 (condicao de posto para identificacao): Para cada
m = 1,..., M, a matriz E(x;,2},) € posto-completo (de or-
dem K X Lm).
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Normalidade Assintotica

Hipotese 4.5 (g; € um mds com segundos momentos finitos):
{g;} € uma sequéncia diferenca martingale conjunta. S =
E(g;g;) € ndo-singular.

e A matriz tem a seguinte estrutura:

S = E(gi9;) = (57)
(oM K xS0 Kom)

E(eiieiiziixly) ... E(ejieizine,;) |

| E(gipeinmipx;y) - E(eimeimTiv®ig) |
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e Em suma, o modelo de multiplas equacoes € um sistema onde
se aplicam todas as hipoteses que fizemos para o modelo de
equacao simples, com a adicao da estacionariedade conjunta.



Definicao GMM

Definicdo como em Unica equacdo. Faca 8 ser um valor hi-
potético dos parametros verdadeiros & e defina gn(d). A de-
finicilo GMM é a mesma, mas a matriz de pesos W é agora
(CM_ Ky x SM_ 0 Ky,). Agora podemos escrever a mesma de
definicao de g para o analogo amostral:

dn (5> — (58)
(Cm=1 Kmx1

1 ~
=31 i1 (yin — 2j101)

1 . /AN
5 i1 T (Yim — Zi00)
= Swy — szé
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Teoria para Amostras-Grandes

A teoria de amostras grandes € a mesma de GMM de uUnica
equacao. Apenas é realizada a substituicao dos indicadores.

e (Teste de hipoteses) No caso presente de equacdes multiplas,
0 € um vetor empilhado composto por coeficientes de equacdes
diferentes. As proposicdes 3.3 e 3.8 (testes t, W e LR) per-
mitem testar restricoes entre equacoes.

e (Teste de restricdes sobre-identificadas) O nuimero de condicdes
de ortogonalidade é¢ >M_ ., K,;, e o nimero de coeficientes €
Z%zl L.,. Os graus de liberdade para a estatistica J na Pro-
posicdo 3.6 sao S M_ . K, —SM_ . L, e para a estatistica C
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na Proposicao 3.7 sao o total de instrumentos suspeitos de
diferentes equacoes.

Proposicao 4.1 (estimacao consistente do erro contemporaneo
dos momentos entre equacdes): Faca d,, ser um estima-
dor consistente de é,, e faca &;,,, = y;m, — zgm&n ser o residuo
dem=1,2,...,M. Sob as hips 4.1 e 4.2, mais a hipotese de
que E(z;,2},) existe e € finito para todo m, e h(=1,..., M),

Omh —p Omh

tal que

1

Tmh = n, Z €zm8 ih © Omh = E(ezmezh)
=1



dado que E(g;ne};,) existe e € finito.

Tmh —p Omh (59)

tal que

|||
:Il—*

n
Z EimEih © Omh = E(gimgih)

dado que E(g;ne;,) eXiste e é finito.



Estimando S consistentemente

Hipotese 4.6 (quarto momento finito): E[(z;,xzin;)?] eXiste
e é finito para todo k, j = (1,2,...,K), m e h(=1,.... M),
tal que z;,, € 0 k-ésimo elemento de x;,, € z;,; € O j-€simo
elemento de z;.

Proposicao 4.2 (estimacao consistente de S, a variancia assintot
Faca &, ser um estimador consistente de §,,, € faca &, =

yim—zgmgm ser o residuo param =1,..., M. Sob as hipoteses
4.1, 4.2 e 4.6, S é consistente para S. Tal que:

N 1 ,

S = Z EimEimLimLim,

ni—1
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Table 4.1: Multiple-Equation GMM in the Single-Equation Forma
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Se pelo menos uma das M equacoes é sobreidentificada entao a
escolha de W afeta o valor do estimador GMM, quando compa-
rado com a alterativa de estimar cada M equacao em separado.

Proposicao 4.3 (equivaléncia entre estimacao GMM simples e pc
Se todas as equacoes sao exatamente identificadas, entao
a estimacao GMM equacao por equacao e por multiplas
equacoes sao numericamente os mesmos e igual ao esti-
mador IV.

e Se a0 menos uma equacao € sobreidentificada mas a equacao
b~ = H n i / —_—
C Pao—relac-:lona.da no §ent|ndo de~E(€im€ih)fBimf?ih = 0,
ent3ao a estimativa eficiente equacao por equacao € por
equacao multipla sao assintoticamente equivalentes dado
que /n vezes a diferenca converge em probabilidade para
Zero.
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Homecedasticidade Condicional

Assumindo homocedasticidade condicional:

Hipotese 4.7 (homocedasticidade condicional:)

E(eimein | Tims Tin) = omh
para todom, h=1,2,.... M.

Portanto, os momentos cruzados condicionais E(g;,e;, € igual a
onp Pelo lei das expectativas totais.

Portanto a S em (4.1.11) pode ser escrita como:

/ /
O‘11E (azilwil) oo O1M (EwilmiM)

S — (60)

/ /
| onm1E (-’13@_7\{332'1) ceo OMM (Emz’MmiM) |
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Como pela Hipotese 4.5 S ¢ finita, esta decomposicao implica
que E(x;,x),) existe e € finito para todo m, h(=1,2,...,M).



FIVE: Full-Information Instrumental Variables Efficient

Um estimador de S explorando a estrutura do quarto momento
mostrado em (60)

[~ 1 / ~ 1 / ]
011 (5 >i=1 mz’lwil) oo O1M (g >i=1 337;1337;]\4)
S = : : (61)
~ 1 / ~ 1 /
| oM (5 2i=1 «’lfisz-l) oo OMM (g >i=1 wiMwiM) |
Neste caso, para algum estimador consistente §,, de §,
. 1 & ~ 1%
Omh = Y EimEin, COM & = Yim — 2 Om (62)
i=1
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FIVE: Full-Information Instrumental Variables Efficient

Estimador FIVE 6y g = 6(5~1), com §~1 dada por (61).

Proposicao 4.4 (propriedades de amostras grandes para FIVE):
Suponha que as Hipoteses 4.1-4.5 e 4.7 valem. Suponha
também que E(z;,z;,) existe para todo m e h. Faca S e S
como definido em (60) e (61), respectivamente. Ent3o:

e 677y p =0(571) é consistente, assintoticamente normal e
eficiente com Avar(dyyy ) dado por (37) (ver GMM cap.
3);
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e A variancia assintéotica estimada dada por (38) € consis-
tente para Avar(OprvE);

e Estatistica Sargan dada por

JOrve, S =ngn(0rive) S tan(OrivE) —d x°(Km—Lm).
(63)
tal que gn(-) € dada por (538).



3SLS

Quando os instrumentos do modelo FIVE s3ao 0s mesmos entre
equacdes entdo temos o estimador 3SLS: 3979 = 0(S1).

Defina:

€1

&iM

A matriz dos momentos cruzados de g; é:
| 011 oo O1M |
> = E(ge) = : : (64)

M x M
( ) OM1 -+ OMM
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Para estimar X precisamos de um estimador inicial consisntente
de d,, para calcular &;,,. Um estimador 2SLS € usado para cal-
cular esta estimativa inicial. Dados estes residuos um estimador

natural de

_ 1 _y
Y= &;§; (65)
n .
1=1
Se x;, = ;1 = x;p = ... € 0 conjunto comum de instrumentos

(dimens3do K), entdo g; dado por (52), S por (60) e S por (61)
pode ser escrito como:

gi =& Qx; (66)
(MK x1)

S = ¥ ®E(xz;x) (67)
(MEXMK) — (MxM)  (gxK)



com

. _ 1
S5=¥Y® ( > mwé) (68)

entao

1
_ R 1>
W, = ™" ( > wzﬂ'};) (69)

aqui ™" & o0 elemento (m,h) de £~1. Substitua W na equacio



6‘1M61M

~MM =

o CN M

(70)



A expressao para a variancia é:

- 011A11 alMAlM 711
AV8I’(53SL5) = : : (73)
oMlAy, oMM Ay
N —1
para A,,, = (zimaxg) E (wsz) E (mzz;h) A matriz da variancia
€ consistentemente estimada por:
- 51l A, . GWMAL,, 17
AV8F((S3SL5) = EA EA (74)

Proposicao 4.5 (propriedades de amostras grandes para 3SLS):
Suponha que as Hipoteses 4.1-4.5 e 4.7 valem e que os ins-
trumentos sao comuns: x;, = x;. Suponha também que



E(zinz;,) existe para todo m e h. Faca 3 ser a matriz de
momentos cruzados do termo de erro calculada por (65)
usando os residuos de 2SLS. Entao:

e 4357 ¢ dado por (70) é consistente, assintoticamente nor-
mal e eficiente com Avar(d3grg) dada por (73);

e A variancia assintética estimada dada por (74) € consis-
tente para Avar(dsgrg);

e Estatistica Sargan dada por

J(83515, 5 1) = n.9n(83515)'S tgn(83515) —a x> (MK—Lm).

(75)
tal que gn(-) € dada por (58), K € o numero de instru-
mentos comuns e §S =X ® (% > wzw;)



SUR — Seemingly Unrelated Regression

3SLS pode ser simplificado se

x; = uniao de (Zila --->Z7jM) (76)

Isto é equivalente a condicao

E(zimein) =0 (77)

Isto significa que 0s regressores predeterminados satisfazem as
ortogonalidades cruzadas. Aqui eles nao sao apenas determina-
dos em cada equacao, E(z;,&;m) = 0, mas também predetermi-
nados entre equacdes, E(z;,c;,) = 0, para h = m. Esta forma
simplificada € chamada de estimativa SUR, dgy/R.

Como SUR é um caso especial do 3SLS as formulas que se
aplicam para ambos os casos. A implicacao do estimador SUR
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é que nas expressdes para A,,;, €., € A,,, O x; desaparece.

mh — Z zzmzzh (78)
Ch = Z ZimYih (79)
Amh — E(zimzéh) (80)

Proposicao 4.6 (propriedades de amostras grandes para SUR):
Suponha que as Hipoteses 4.1-4.5 e 4.7 valem e que 0S ins-
trumentos sdo: x; = unido de (z;1,...,z;y7). Faca 3 ser a
matriz de momentos cruzados do termo de erro calculada
por (65) usando os residuos OLS. Ent3o:



e dgyp com A, dada por (78), é,,;, dado por (79) é consis-
tente, assintoticamente normal e eficiente com Avar(dsgr)
dada por (73) com A, ; dado por (80).

e A variancia assintotica estimada dada por (74), A,,;, dada
por (78), é consistente para Avar(dsyR);

e Estatistica Sargan dada por

J(6sur, S~ =n.gn(Bsur)' S tgn(dsur) —a X*(MK—Y" Lm).
m
(81)
tal que gn(-) € dada por (58), K é o nimero de instru-
mentos comuns e § =¥ (% SR :z:za:,’L)

Eficiéncia do SUR: exemplo modelo de regressao multivariada
com restricoes de exclusao — SUR mais eficiente do que OLS



equacao por equacao. Suponha o sistema:
LW; = ¢1 4+ £1S; + 711Q; + mMEXPR; + €1

KWW, = ¢o + B2S; +v21Q; + 7o EXPR;, + €;o

O conjunto de instrumentos comuns € (1, 5;,1Q;, EXPR;). Este
sistema € um modelo de regressao multivariada com 0 mesmo
conjunto de regressores. Mas se w> € a priori restrito para ser O,
significando que EX PR, é excluida da segunda equacao, entao
0 modelo se torna o SUR. O SUR é mais eficiente do que o
modelo multivariado pois explora a restricao de exclusao.



Coeficiente Comum

Panel data: caso particular do modelo GMM de multiplas equacoes
iImpondo restricao de regressores comuns.

O sistema agora pode ser escrito como:

Hip. 4.1 (linearidade): Existem M equacdes lineares:

Yim = 210 + i (1 =1,2,.)(m=1,..., M).

z € 0 vetor de regressores, d € o vetor dos coeficientes (L x 1)
comum a todas as equacoes. O modelo nao faz hipoteses
sobre a correlacao entre os erros das equacdoes. Além disso,
nao ha restricoes sobre os coeficientes de equacoes diferen-

tes.
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Apenas é necessario modificar a Hipotese 4.4 (identificacdao). A

versao de g(-) é a seguinte:

g(w;; 8) =

neste caso temos

@i (ying — Zi0)

z;1.(y;1 — 2i10)

3 E(xi1.yi1) | E(xzi1.2/1)0) |
Elg(w;; 0)] = : — : 3

| E(xinrving) | | E(iar2iy)0)

Elg(w; )] =  ozy —  Zaz 0

(=1 Kmx1)

(M| Kyx1)(EX1)

(82)

(83)

A implicacao de coeficientes comuns significa que a matriz Xz
€ agora empilhada, nao uma matriz bloco diagonal.



A condicao para identificacao é:

Hipotese 4.4’ (condicao de posto): A matriz YT de-

(Cm=1 KmxL)
finida em (83) é posto completo.

Essa condicao € mais fraca do que a Hipotese 4.4, que re-
quer que cada equacao do sistema seja identificada. Portanto,
uma condicao suficiente para identificacao € que E(mim.zq’;m) seja
posto completo para algum m. E possivel que o sistema seja
identificado mesmo se nenhuma das equacdes seja identificada
individualmente.



GMM — Coeficiente Comum
O estimador GMM é:

(1 &~ ,
— zim.a}im

\"i=1
(

m
M M

{Z R ( > Zim-Tim
m=1h=1 |

S(W) =

/

>] (84)

O estimador eficiente é obtido com W sendo substituido pela

inversa de S.
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Impondo Homocedasticidade Condicional

Como antes se pode impor homocedasticidade condicional. O

estimador FIVE é obtido se é aplicada a correspondente matriz
S.

Assumindo que 0S conjuntos de instrumentos sao 0S Mesmos
entre as equacdes, entdo, se tem a estimativa de S:

N _ 1
S§=3Y® ( > wzw;) (85)
ni=1

data a estimativa de W,,, se chega no estimador 3SLS com
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coeficientes comuns:

S3SLS —
[ M M R h 1 n , 1 n , —1
=Y D> ™= zimxi | | =) ma]
'm=1h=1 ni=1 ni=1
[ M M o 1 " , 1 /
YooY ™ =Dz | [ =) xxg
'm=1h=1 ni=1 =1

tal que 6™" é o elemento (m,h) de 1.




Estimador de Efeitos Aleatorios

Assumindo as condicoes do estimador SUR, “desaparecimento
de x,”’0 estimador GMM passa a ser o estimador de efeitos-
aleatorios:

) M M , n —1
5RE — { Z " ( Z zim'zgh)l
1

m=1 h=

A variancia assintotica é
) M M —1
Avar(dRE) = Z Z O‘th (szz,zh) (88)
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:IH

_ M M n —1
AvarGieg) = {z S amh< 3" s h)] (89)

m=1 h=1



Estimador de Efeitos Aleatorios

Proposicao 4.7 (propriedades de amostras grandes para RE):
Suponha que as Hipoteses 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.7 va-
lem e que os instrumentos sdao: x; = uniao de (z;1, ..., Z;\1)-
Faca X ser a matriz de momentos cruzados do termo de
erro calculada por (65) usando os residuos OLS e ¥ uma

estimativa consistente de Y. Entao:

e dpp € consistente, assintoticamente normal e eficiente
com Avar(dpp) dada por (88).

e A variancia assintotica estimada dada por (89) é consis-
tente para Avar(dpg);
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e Estatistica Sargan dada por

J(8rE, S~ = n.gn(Brp)'S ' gn(8rE) =4 x* (MK — L).
(90)
tal que gn(-) € dada por (58), K € 0 numero de instru-
mentos comuns e S =¥ ® (% >R a:za:;)



Pooled OLS

Para o modelo SUR foi estimado ¥ a partir dos residuos OLS
(equacao por equacao). Vamos assumir que os coeficientes a
serem estimados sao 0S mesmos para todas as equacoes na es-
timacdo de ¥. Ent3do considere determinar W como

—1
1 mn
Iy ® ( > a;ia:;> (91)
ni=1
a0 inveés de
—1
S —1 1 & /
N ), iy (92)
i=1

no primeiro estagio da estimativa GMM para obter a estimativa
consistente inicial de §. Este estimador é o RE (87) com ™" =
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para m = h e 0 para m # h, que pode ser escrito como:

dpoLs = { % (i Zn:l zim.zém)] ! { % (i anl Zim-yim>]

— (En: % zim.z§m> (f: % zim.yim> (93)

1=1m=1 1=1m=1
Este € o0 modelo OLS com amostra de tamanho nM onde as
observacoes sao empinhadas nas equacdoes. Por esta razao o
estimador é chamado de Pooled OLS.

A variancia assintotica para o POLS é
M
m=1

M M
Z Uth(zim°zq/;h) Z E(zim
h=1 m=1

(94)

_1
M
Avar(dpors) = ( > E(zim-Zim )
m=1



- M 1 n -1 v oM M

Avar(dpors) = Z Zzzm im Z Zamh Zzzm Z -

m=1"i=1 m=1h=1 m=1"

(95)

Como o estimador € consistente, entao o residuo pode ser usado
para calcular o,,;, nesta expressao. Os erros-padrao corretos do

Pooled OLS sao a raiz quadrada de (1/nx) o0s elementos da
diagonal desta matriz.



Flexibilidade definicoes

Um modelo completo de duas equacdes se encaixa na Definicao
4.1'. Suponha o exemplo 4.1 e defina as matrizes da seguinte
forma:

1 0] D1
S; 0 B1
1Q; 0 71
Z;1 — EXPRi y 241 — 0O y 241 — T
0 1 0l
0 S; Bo
I 0 ] | EXPR; | Yo

Um sistema com apenas um subconjunto de variaveis comuns
também pode ser escrito na forma da Hipotese 4.1. Considere
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0 Exemplo 4.2 assumindo que I(Q) e S sao constantes no tempo.
Entao:

1 1 by |
0 0 0l
Zi1 = S569; , Zi1 = 580; , 2i1= | B
1Q; 1Q; g
EXPR69; EXPR80; T

Assim a restricao de coeficientes comuns nao € tao restritiva.



Modelo de Componentes de Erro (Cap.5)

Modelo de multiplas equacdes com coeficientes comuns (Pro-
posicao 4.7).

Considere um sistema de M equacoes lineares, amostras aleatorias
e as hipoteses “SUR'":

Yy, = Z£;0 + ¢; (96)
{y;, Z;} sao i.i.d. (97)
E(zimein) =0 (98)

neste caso E(e; ® ;) = 0 tal que = é a unido de todos os z.

Identificacao: E(Z; ® x;) € posto completo.
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Homocedasticidade condicional:
E(eie) | ®;) = E(gie)) = % (99)

E(g;g;) € ndo singular, com g; = ¢; @ x; (100)

Como notado na secdo 4.5, E(g;9;) = X ® E(x;x;) sob homoce-
dasticidade condicional, (5.1.6) € equivalente a condicao

> e E(x;x}) sdo ndo singulares. (101)

Componente de Erros: Se assume que o termo de erro possa
ser decomposto como:

Eim = o4 + Nim (102)

O termo «; € chamado de efeito individual, heterogeneidade in-
dividual, ou o efeito fixo.



Defina 0 modelo em forma matricial:

Yy, = Z;6 + 1.0 + 1y (103)



tal que:

Yil

YiM

| ZiM0 |

zi15 |

i1

Ui

(104)

A condicdes de ortogonalidade (98) sao satisfeitas se os regres-
sores do sistema sao ortogonais a ambos componentes de erro,

isto é, se

E(zima;) =0

E(zimm) =0
Todavia em muitas aplicacdoes nao € uma hipotese razoavel. Isto

ocorre porgue o efeito fixo representa algumas caracteristicas
permanentes da unidade economica individual. Ver exemplo.

(105)

(106)



Modelo de Componentes de Erro

Funcao de producao com heterogeneidade Continuacao exem-
plo da sec. 3.2.

Usando o exemplo da funcao de producao log-linear, suponha
que a eficiéncia da firma, u;, permanec¢a constante ao longo do
tempo. Entao a equacao para o0 ano m é€:

log(Qim) = ¢o + d1log(Lip) + u; + vim

onde @Q;,,, € a producao da firma ¢ no tempo m, L;, € o fator
trabalho e v;,, € 0 choque tecnoldgico. Esta equacao pode ser
escirta na forma matricial (vetorial) fazendo:

Yim = 10g(Qim); Zim = (1, log(Lim))/; 0= (¢Oa le)/;
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O = Ug, Mim, = Uim
Além disso,

x; = (1,109(Ljm), .-, log(Lipg))’

sob concorréncia perfeita, o efeito fixo u; deveria ser positiva-
mente correlacionado com o insumo trabalho porque firmas efi-
cientes, dado que u; € maior do que a média, deveriam contratar
mais trabalho para expandir suas atividades. Se v;,, representa
choques nao esperados pela firma quando ela escolhe insumos,
€ razoavel supor que v;,, Nao € relacionado com 0S regressores.



Modelo de Componentes de Erro

equacao salarial Continuacao exemplo 4.2.

Suponha o exemplo sem experiéncia (EXPR), mas com m =
1969,1980,1982. Suponha coeficientes para escolaridade S e
I1(¢) constantes ao longo do tempo, mas o intercepto pode variar.
Com a decomposicao do termo de erro o sistema €

LW69; = ¢1 + B8569; +vI1Q; + a; + mi1
LW380; = ¢1 + 8580; +vI1Q; + a; + mi1
LW382; = ¢1 + 5582; +vIQ; + o + mi1
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Escrevendo usando a definicao de coeficientes comuns:

-zl (1 0 0 S69, IQ; |
Zi= |z, |=]0 10 S80; IQ; |, d = (¢1,9¢2,¢3,8,7)
2| |0 0 1 582 IQ; |

(107)
x; = (1,569;,580;,582;,1Q;)'

O termo de erro inclui os determinantes que n3o estao na equacao
salarial. Pode ser razoavel assumir que eles sao dividos en-
tre 0 que é permanente para o individuo (afetando escolha de
educacao, por exemplo) e 0 que nao € relacionado com determi-
nantes do salario (erro de medida do salario, por exemplo).



Média de Grupos

Método de efeitos fixos resolve o problema de (105). O esti-
mador é aplicado a um sistema de M-equacdes transformada do
sistema original (103). A matriz usada é a aniquiladora associada
com 1,;:

(MQM) = Iy — 1,15 100) 11y, (108)
X
1
- e
M M
= IM — :
1 1
| M M ]

84



O que essa matriz faz é extrair desvios da média dos grupos. Por
exemplo, multimplicando pela esquerda o vetor y; de dimensao
M por Q, temos:

~ Yil — Yi ~

= Qy; = P = y; — 1y; (109)
| Yim — YM |
tal que a média do grupo da variavel dependente é:

_ 1
yi:M Myz—_ Z Yim

Essa transformacdo € similar para 0s regressores: QZ; € 0 vetor
de desvios de Z;.



Uma Reparemetrizacao

A robustez em relacao a (105) possui um preco: alguns parametros
do modelo podem nao se identificados apos a transformacao por
Q. Dois exemplos sobre o tema:

1. O caso obvio € o coeficiente comum para todas as equacoes.
Por exemplo, I() € um coeficiente comum em todas as equacoes
no exemplo 5.2. Ent3ao a coluna de Z; correspondente a IQ €
1,7.1Q; € a quinta coluna de QZ; € de zeros. Consequentemente
O coeficiente de IQ), v, nao pode ser identificado apds as trans-
formacoes. Para separar os coeficientes comuns dos demais faca
b, ser o vetor de regressores comuns e escreva a matriz M x L
de regressores Z; como:

Z; = (F:1,,b) (110)
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O vetor de coeficientes pode ser particionado como:

_| B
5_[7] (111)

O vetor de coeficientes v nao pode ser identificado apos a trans-
formacao.

2. Também pode ser 0 caso, em adi¢gao a -, que algum coefici-
ente de 3 seja nao identificado apds a reparametrizacao.

A condicao geral de identificacdao da estimacao FE € que F; e b;
sao definidos tal que

E(QF; ® x;)é (coluna) posto completo (112)

tal que x; € a unido de (z;1, ..., z;)7). Por que esta € uma condicao
de identificacao? Porque o estimador de efeitos fixos € uma



especializacao do RE aplicado a regressao transformada de Qy
em QF'. (Esta condicao é apenas uma adptacao da anterior.)

Com Z; divido entre F; e b;, o sistema (103) pode ser rescrito
Ccomo:

y;, = F;8 4+ 1p/b;v + 170 + 15, OU (113)

Yim = FimB + by + a; + n; (114)

tal que i,m é a linha m de F;. Os estimadores RE e FE sao bem
definidos para o mesmo modelo.



Estimador de Efeitos Fixos

Estimador de efeitos fixos definido como o sistema transformado
(dado que QI,; = 0):

Qy; = QF;8 + Qn; (115)
ou
g, = F;8 + j; (116)
tal que:
g, =Qui; F, =QF; 7; =Qnu;
(Mx1) (M x#8) Mx1

Forme uma amostra “pooled” das transformadas §; e F;, como

Y1 Fy

y = : ;
(nMx1)

(117)

<L
3
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O estimador de efeitos fixos de 3, representado por BFE € O esti-
mador “Pooled OLS,” i.e., o estimador OLS aplicado a amostra



“pooled” (¢, F) de tamanho nM. Assim,

n

. —1
— {(i 3 (QFi)’(QFZ-)] % Y (QF) (Qy;)

-1
1 n 1 n
— (n Z (F,,;’QQFZ-) - 2:1 F/QQy; (uma vez que Q € simétrica e iden
1=



Substituindo (116) em (118) se pode obter o sampling error:
Bre — B = (F/F)™'F#

1 L
( > (F] QQF) — Y F;QQn; (119)
ni=1 ni=1

Como o estimador de efeitos fixos é desvio da médio de grupos,
ele também é conhecido como within estimator ou estimador
covariancia. Outra aplicacdo comum é o LSDV (Least Square
Dummy Variable): estimar o modelo em nivel por OLS adicio-
nando dummies de grupo (7).

Proposicao 5.1 (propriedades de amostras grandes para FE):
Suponha as Hipoteses do modelo de componentes de erro,
mas relaxe as hipoteses SUR requerendo apenas que

E(ffmmin) =0



onde f/ & a linha m de F;,. Defina F;, §; e 7j; por (116).

N m
Entao

e O estimador de efeitos fixos (118) € consistente e assin-
toticamente normal com

Avar(Brg) = |[E(F/F)] *E[F/E(#H;#7,) F][E(F/F)] 1

e A variancia assintotica € consistentemente estimada dada
por

— 1 R | _ -1 L
Avar(Bpp) = [ 3 K=Y FVE][- 3 FF]™

aqui V é a matriz dos momentos cruzados dos residuos
transformados associados com o estimador FE:

_Z(yz F:BrE)(G; — F\Brg) (120)

(M><M)



Funcao de Custo Translog (sec. 4.7)

Funcao de custo translog € uma generalizacao da funcao de
custo Cobb-Douglas. Uma boa caracteristica da translog € que
as equacoes de demanda otimizada por insumo se forem trans-
formadas em participacao no custo total sao lineares no (log)
do produto e preco dos fatores. Os coeficientes inerentes a este
sistema sao um subconjunto de parametros da funcao custo que
descrevem a tecnologia.

Sera assumida a hipotese de homocedasticidade condicional. As-
sumir também que 0S regressores no sistema sao predetermina-
dos. Como foi argumentado no cap. 1, esta € uma hipotese que
pode considerada razoavel para o setor de geracao de energial

elétrica antes da desregulamentacao.
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Funcao de Custo Translog (sec. 4.7)

A funcao custo translog: assumindo termos quadraticos e cru-
zados no log de todos os argumentos, a funcao custo log-linear
com trés insumos pode ser escrita como:

l0g(C) = ag + Z ajlog(p;) + = Z Z vx 109(p;) log(py,)
j=1 j 1k 1

+ aglog(Q) + 7@@('09(@) + Z v;0109(p;) 109(Q) (121)
j=1

Nessa expressao o termo 22 1Zk 17k 109(pj) log(pr) € uma
forma representando o efeito de segunda ordem dos precos dos

fatores. Se pode assumir que a matriz 3 x 3 de forma qua-
dradatica coeficientes é simétrica:
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O grau de retorno de escala pode ser calculado como:
1 1

5109(C)/0109(Q) — o+ 100 109(@) + X1 vql0a(ry) )




Participacao dos Fatores

A conexao entre os parametros da funcao custo e a demanda dos
fatores € dado pelo Lemma de Shepard. Faca T; Ser a demanda
minimizadora de custos para o insumo 3 dado o preco dos fatores
(p1,po,p3) € produto Q. Entdo Z;-’:lpja:‘j = C. O lema afirma
que
oc = x; (124)
Op;
Notando que:
dlog(C) p;o0C
dlog(p;)  COp;

O lema também afirma que o log das derivas parciais da funcao

(125)
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custo ¢ igual a participacao dos fatores:

olog(C) p;T;
d109(p;)  C (120)

Para o caso da funcao de custo translog a derivada parcial é:
dlog(C) 3
= o+ Y vk log(pg) + 70 109(Q) (127)
d1o9(p;) =1

Combinando (127) e (126) e definindo o ‘“cost share” como
Sj = pja:j/C, temos o seguinte sistema de ‘cost share’:

3
sj = a;+ kX_jl vk 109(pk) + 70 109(Q) (128)

Restricoes de semietria: o sistema S € sujeito as retricdoes cru-
zadas entre equacbes: o coeficiente de log(py) em s; € igual ao
coeficiente de log(p;) em s



Elasticidades de Substituicao

A elasticidade de substituicao entre insumos 5 e k, representado
pPor 7 é relacionado com a funcao custo C pela formula:
92C
0. 2Pi%k
Njk = 30 oC (129)
dp; " Opy,

Para a funcao de custo translog temos:

W:;;jsk para j # k
J
Nik =\ ~ii+s2 (130)
’ { 7“4_82‘7 Y paraj=k
%)
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Propriedades da Funcao Custo

Homogeneidade:

artaxtaz=1 )
Y11 + 712 + 713 =0
Y21 + 722 + 723 =0
Y31+ 7v32 + 7133 =0
\71Q+72Q+73Q=0)

Monotonicidade: Participacdes (shares) nao podem ser nega-
tivas. O lado direito das equacdoes de shares nao podem ser
negativos para quaisquer combinacoes de precos de fator e pro-
duto.

Concavidade: esta condicao requer que a matriz de elasticidade
de substituicao seja dada por (130) seja negativa semidefinda
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para qualquer combinacao de Sj- E possivel mostrar que uma
condicao necessaria e suficiente € que a matriz Vik seja negativa
semidefinida. Os elementos da diagonal principal nao podem ser
positivos.

Especificacao estocastica: adicionar termos de erro nas equacoes
de share. Entretanto, justicativas diversas nao suficientes para
adicionar erros estocasticos nas equacoes de participacao. Esti-
mativa apenas das equacoes de shares.



A natureza das restricoes

Com a adicdes dos erros, o sistema € escrito como:

s1 = a1 +711109(p1) +v12109(p2) +713109(P3) +710 109(Q) +¢1
52 = as+v21109(p1) + v22109(p2) + v23109(p3) + Y20 109(Q) +£2
s1 = az+v31109(p1) +v32109(p2) +v33109(P3) + 710 109(Q) +£3

(131)

O sistema possui 15 coeficientes. As restricoes cruzadas e as de
homogeneidade formam um conjunto de 8 restricoes. Isso signi-
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fica que 0os 15 parametros podem ser descritos por 7 parametros.

a1 +ar+az3=1 \
Y11 + 712 + 713 =0
Y21 + Y22 + 7123 =0
731 + 732 + 733 =0
\ 110 + 720 + 130 =0 )

Homogeneidade:

Y11 +7v12 + 713 =0
V21 + Y220 + 7123 =0
731+ 732 +733 =0

Simetria:
Y12 = Y21

Y13 = 731
Y23 = 732



Impor a restricao de homogeneidade € direta, eliminando os
parametros v 3:

s1 = a1+ v11109(p1/p3) + 712109(p2/P3) + 710 109(Q) + €1
82 = ap + v21109(p1/p3) + v22109(p2/pP3) + Y120 109(Q) + €2
s3 = a3z + 731 109(p1/p3) + v32109(p2/P3) + 710 109(Q) + €3

(132)
Os shares soman 1 para todas as unidades. A soma dos ter-
mos de erro é sempre zero, logo a matriz de covariancia €
> = Var(e1,e0,e3) € singular. Solucao: se a terceira equacao



for eliminada para incorporar restricoes de soma temos:

s1 = a1 +711109(p1/p3) + v12109(p2/P3) + 710 109(Q) + €1
s2 = ap + v21109(p1/p3) + v22109(p2/pP3) + Y120 109(Q) + €2

(133)

Como 0S regressores sao predeterminados o sistema com regres-
sores comuns pode ser estimado por regressao multivariada s.a.
restricao de simetria entre equacoes.

Esta estimacao com restricao pode ser transformada em um
estimacao irrestrita. I.e., o sistema pode ser escrito no formato
de coeficientes comuns.
__ | s1
Y, — ! 55 ]



7. — |1 0 109(p1/p3) log(p2/p3) 0 log(Q) O
' 0 1 0 log(p1/p3) log(p2/p3) 0  109(Q)

8 = a1, 22,711,712, 722, 110> 720) (134)

Os demais parametros podem ser calculados como residuo. Por
exemplo,

¥33 = Y11 + 27912 + 722



Translog

> * calculado com OLS equacdo por equacdo. Estimativa do
modelo por RE.
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Table 4.3: Simple Statistics (Sample Size = 99)

Output in Labor Capital

kilowatt hours share  share
Mean 9.0 0.141 0227
Std. deviation 10.3 0.059 )

04
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