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GMM

e Hipotese mais importante de OLS: ortogo-
nalidade entre termo de erro e regressores.
Sem essa hipotese OLS nao € nem mesmo
consistente.

e Em diversas aplicacdoes em economia nao
garantimos a condicao de ortogonalidade.
Estimacdo por GMM é fundamental e (quase)
obrigatoria.

e GMM inclui como casos especiais OLS, 1V,
regressao multivariada e 2SLS.



Viés de Endogeneidade

e Classico exemplo de Working (1927)

e Exemplo para mercado intermediario de café
- commodity

e Modelo simples de oferta e demanda

@@ = ag+ ap;+u; (1)
q¢; = Bo+ Bipi + v (2)
¢ = g (3)
e ¢ = quantidade, p = preco. Indicadoras

sao: tempo 2, demanda d, e oferta s. u €
O termo de erro da demanda e v O termo
de erro da oferta.



Viés de Endogeneidade

e Vamos assumir FE(u;) = 0 e E(v;) = 0, €
por simplicidade, Cov(u;,v;) = 0.

e Fazendo ¢! = ¢ = ¢;, temos:

g = ag+ a1p;+u; (4)
Qi Bo + Bip; + v; (5)



Viés de Endogeneidade

e Dissemos que um regressor € endogeno se
ele nao é predeterminado, i.e. nao é orto-
gonal ao erro.

e Em nosso caso, p; € enddgeno em ambas
as equacoes:

Bo — ap V; — U;
D = 0] i 7 7

6
a1 —F1 a1 — 01 (©)

G = 180 — apBi n a1v; — Bru; (7)
a1 — B a1 — B




Viés de Endogeneidade

e Desse sistema de equacdoes podemos cal-
cular a covariancia de p;:

Cov(pi, u;) = _a\ia_r(;i), Cov(pi, u;) = _a\l/a_r(;i)
(8)

e ODbserve que as covariancias nao sao zero.
Nesse caso a endogeneidade é resultado do
equilibrio de mercado.



Viés de Endogeneidade

e Quando rodados uma regressao de quanti-
dade contra preco e uma constante, es-
tamos estimando a oferta ou demanda?
Como preco é enddgeno em ambas equacoes
a resposta nao € clara.

e Da projecao do OLS sabemos que:

_ Cov(pi, q;)

plim da estimativa de OLS de p; =
Var(p;)
(9)

e Para explicitar o efeito-preco na curva de
demanda use q; = ag + a1p; + u; € faca:

Cov(p;, q;) = a1Var(p;) + Cov(p;, u;) (10)



Vies de Endogeneidade

e Substituindo (10) em (9), temos o viés as-
sintotico para ag:

Cov(p;, u;.

Var(p;)
(11)

plim da estimativa de OLS de p;—a;1 =

e Similarmente o viés assintotico para 31 é
dado por:

COV(pZ', Ui)

Var(p;)
(12)

plim da estimativa de OLS de p,—f1 =

e Entao como a covariancia nao é zero, a
estimativa OLS nao é consistente para aj
e para 3.



Viés de Endogeneidade

e Isto é conhecido como viés de endogenei-
dade.

e Porque O erro e 0 regressor sao relaciona-
dos por meio de um sistema de equacoes
simultaneas, esse viés também é conhecido
como Vviés de equacoes simultaneas ou
viés de simultaniedade.

e Sem viés o plim da estimativa OLS do co-
eficiente de preco seria:

__agVar(v;) + p1Var(u;)
~ Var(v;) + Var(u;)




Mudancas na oferta

e Como identificar se as mudancas nos precos
sao devido a alteracdes na curva de oferta
ou na demanda??

e Suponha que uma mudanca na oferta v;
possa ser divida em um fator observavel
x; € em um fator nao observavel {; nao-
correlacionado com z;. Assim:

q; = Bo+ B1p;+ Box; + ¢ com B #= 0 (13)

e Imagine que esta variavel x; que provoca
mudancas na curva de oferta é predetermi-
nada (i.e. ndo-correlacionada com o termo
do erro)
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Mudancas na oferta

e Na equacao em questao, uma variavel pre-
determinada que €& correlacionada com o
regressor enddgeno € chamada de variavel
instrumental ou um instrumento. Em nosso
exemplo, o deslocador da curva de oferta
x; pode servir como um instrumento para
a equacao de demanda.

e Usando equacao (13) e (7) temos:

Bo — ag Bo Ci — U;
;= + i+ 14
P 0415— B1 Bal_ﬁlxﬂ 061—51C ; )
o180 — apfB1 ai1fo | a1 — Prug
+ i+ 5
a1 — B 041—5133 a1 — B
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Mudancas na oferta: condicoes do instru-
mento

e Como Cov(z;, ;) = 0 por construcao e Cov(x;, u;)
O por hipdtese (no momento).

e A partir da equacgdo p; = fg_o‘? —I—Oz1 25w+
Gi—
041—51
Cov(zsp) = 2 Var(z;) #0  (16)

a1 — P1

e Estas sao as condicdes de validade de um
instrumento
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Mudancas na oferta

e Com um instrumento valido podemos esti-
mar a1 consistentemente.

e Usando a curva de demanda podemos cal-
cular Cov(x;, q;):

Cov(z;, q;) = a1Cov(z;, p;)+Cov(zi, u;) = a1Cov(z;
dado que Cov(x;, u;) = 0.
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Mudancas na oferta

e Dividindo ambos os lados por Cov(x;, p;),
temos
_ Cov(z;, q;)

o1 =
LT Cov(ai, pi)

Assim um estimador natural de «aq é:

covariancia amostral entre z; e g;
covariancia amostral entre x; e p;

a1y =

e Este é 0 estimador de variavel instrumental
(IV) com z; como instrumento.
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2SLS

e Outro estimador popular € o de minimos
quadrados de dois estagios (2SLS).

e (Estagio 1) regressao de p; contra x;

e (Estagio 2) regressao de ¢; contra p; (onde
p; € 0 valor predito no primeiro estagio).

e ENnt3ao o estimador 2SLS pode ser escrito
da seguinte forma:

covariancia amostral entre p; e g;
variancia amostral de p;

a1 2SS =

e Para relacionar a equacao de demanda com
o 2SLS:

q; = oo + a1p; + [u; + a1(p; — ;)]
15



A estimativa de a7 € consistente pela se-
guinte razao: se o valor previsto p € exata-
mente igual a projecao de minimos quadra-
dos E*(p|1,z), entdo nem wu; nem (p; — p;)
devem ser correlacionados com p;. u; NAao
€ correlacionado porque nao é correlacio-
nado com z; € p; € uma funcao linear de x; e
(p; —p;) € nao correlacionado porque € uma
projecao de minimos quadrados do erro.
Esses resultados valem quando N — oo

NO caso destes exemplos os estimadores IV
e 2SLS s3ao 0s numericamente os mesmaos.
O estimador IV é um caso de GMM.



Exemplos: Modelo Macro

e Modelo de consumo de Haavelmo (1943)
Ci = a0+ arY;+u; (17)

Yi =0+ I (18)

e Variaveis: C; consumo agregado; Y; € PNB;
a; € a propensao marginal a consumir (0 <
a1 < 1).

e GNP em equilibrio é:

o I;
Yi=———+ ——+

Cl—0; l—a 1-—q

Uj

(19)
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Exemplos: Modelo Macro

e Se O investimento € predeterminado, i.e.,
Cov(I;,u;) = 0 segue que

V .
Cov(Y:,u,) = Vo) _ g

Var(l,
Cov(y: 1) = Vot

e Nesse caso, Y, é enddgena por meio da
funcao consumo. O investimento € um ins-
trumento valido para o regressor enddgeno.

e O plim da estimativa de OLS da equacao
de consumo € assintoticamente viesado:
COV(YiaUz’) 1— aq

ver) 1+ fr

p|ima{1’OLS—Oz1 =
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e O viés assintotico pode ser corrigido pelo
uso do investimento como instrumento para
a renda. AQui se usa 0 mesmo papel do
descolador de oferta no exemplo de Wor-
King.



Exemplos: Funcao de Producao

e Em muitas aplicacdes € comum se apli-
car uma hipotese sobre a estrutura de in-
formacao. Neste exemplo, a idéia funda-
mental € que a empresa possui mais in-
formacoes do que o economista. Portanto,
O que nao € conhecido quando estimamos
um modelo pode ser conhecido no mer-
cado.

e A endogeneidade surge quando regressores
SA0 decisOes realizadas pelo agente com
base em fatores que nao sao observaveis
por quem estima.
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Exemplos: Funcao de Producao

e Suponha uma amostra cross-section onde
firmas escolhem o insumo trabalho para
maximizar seus lucros. A funcao de producao
para a firm ¢ é:

Q; = A(L)% exp(v;),0 < ¢1 <1  (20)

e Tal que Q; € o produto, L; é o trabalho
contratado, A; € o nivel de eficiéncia da
conhecido pela firma, e v; € o choque tec-
noldégico. Em contrate a A;, v; nao € ob-
servado pela firma quando ela escolhe L;.
Nem A; nem v; € observavel pelo econome-
trista.

e Assuma que B = E[exp(v;)] € 0 mesmo
para todas as firmas (ver hipoteses no texto).
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O nivel de produto que as firmas esperam
quando escolhem L; é

Ai(L)"B

e Assuma industria competitiva. Ent3ao p (preco
de ;) e w (salario) sao constantes entre as
firmas 7. O objetivo da firma € maximizar
lucros

mLax {pAz(LZ)(blB — ’LULZ}

solucionando para L; temos:

1
¢1—1 -
LF(E) (4B
p



Exemplos: Funcao de Producao - Viés

e Faca u; ser o desvio da firma ¢+ da média do

log da eficiéncia: u; = log(A;) — E[log(A;)].
Faca ¢g = E[log(4;)] (E(u;) = 0ed; =
exp(¢o—+wu;)). As equacdes para estimacao
SA0 as seguintes:

109(Q;) = ¢o + ¢1109(L;) + (v; +u;) (21)

u; (22)

tal que By = z-=z[log(w/p) —do—109($1B)]

A estimativa OLS de ¢1 € viesada. Isto
ocorre porque L; € um regressor endogeno
que é relacionado com o termo de erro
(v; + uw;) por meio de wu;. Este exemplo
ilustra outra fonte de endogeneidade: a
variavel escolhida pelo agente possui um
termo de erro que nao é conhecido pelo
econometrista.
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Formulacao Geral

Hip. 3.1 (linearidade): y; = 2.6 + ¢; (i =
1,2,...). z é o vetor de regressores, § € O
vetor dos coeficientes (L x 1).

Hip. 3.2 (estacionaridade ergddica): Seja x;
o0 vetor dos instrumentos (dimensao K), e
faca w; serem 0s elementos UnNiICos e nao-
constantes de (y;, z;, ;). {w;} € conjunta-
mente estacionaria e ergodica.

Hip. 3.3 (regressores pré-determinados): Todas
as variaveis em x; sao pré-determinadas
no sentido de que todas sao ortogonais
ao erro: E(x;,e;) = 0 para todo i e k(=
1,2,...,K).

Ou seja: E[z;(y; — z/0)] = 0 ou E(g;) =0,
tal que g; = x;¢;.
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Formulacao Geral

Exemplo 3.2 (equacao de salario): Considere
a seguinte equacao de salario:

log W; = 01 + 025; + 63EXPR; + 041Q; + €4,

Entao
Y; = log WZaL = 4,
] 1 : 1
Si %
— U — — . -
z; = EXPR, , K =5z, EXPR; | ,w;
10, AGE;
- v MED,

22



Identificacao

Um instrumento deve ser predeterminado e cor-
relacionado com 0OS regressores.

Hipotese 3.4 (condicao de posto para identificac
A matriz E(x;z)) é posto-completo. Repre-
sentamos por Xy

Para enfatizar a dependéncia de g; = ax,;; sobre
O vetor de parametros e 0os dados escrevemaos
g; como g;(w;; ) = E[x;(y; — 2;6)] = 0. Deste
modo a condicao de ortogonalidade é rescrita
cComo:

gi(w;;0) =0 (23)

Agora faca S(L x 1) ser um valor hipotético
de 6 e considere o sistema de K equacdes Si-
multaneas em L incognitas (os elementos do
valor hipotético):

gi(w;; 8) =0 (24)
23



As condicdes de ortogonalidade (23) implicam
que os valores do vetor de coeficientes § sao
uma solucao para o sistema (24) de K equacdes
simultaneas. As quatro hipoteses GMM ga-
ratem que existe solucao para O sistema de
equacoes simultaneas.

Dizemos que o vetor de coeficientes € identifi-
cado se d = 0 € a unica solucao.

(24) é um sistema de K equacdes lineares:

E(zy;) — E(x;2))0 = 0 (25)
ou
)y b = o 26
Ry (o, (26)
tal que

Dipy = E(azizg); Oxry — E(x;y;)

0 = 0 € a unica solucao para o sistema se e
somente se Y, € posto completo (que é a
condicao da hipdtese 3.4).



Condicao de Ordem para Identificacao

Como 0 posto de Yz> < L se K < L, uma
condicao para identificacao é que

K (# variaveis predeterminadas) > L(# regressore
(27)
Esta condi¢cao possui como equivalentes:

e # condicOes de ortogonalidade > # pa-
rametros

e #£ variaveis predeterminadas excluidas
da equacao > # regressores enddgenos

24



Taxonomia para Identificacao

A equacao pode ser:

Sobreidentificada condicao de ordem € satis-
feita com K > L

Exatamente identificada quando a condicao
de ordem é satisfeita com K = L

Subidentificada a condicao de ordem nao €
satisfeita, K < L

25



Normalidade Assintotica

Hipotese 3.5 (g; € um mds com segundos
momentos finitos): Faca g, = x;¢;. {g;} €
uma sequéncia martingale diferenca (E(g;) =
0). A matriz dos momentos cruzados (K x
K), E(g;g9;), € ndo-singular. Usamos S para
Avar(g). Pela Hip. 3.2 e pelo teorema do
limite central (ergddico diferenca martin-
gale estacionario), S = E(g;g.).

26



Normalidade Assintotica

e Se os instrumentos incluem uma constante,
entao esta hipotese implica que o termo de
erro € uma sequéncia martingale em dife-
rencas.

e Uma condicao suficiente:

E(ei | €i—1,-81, %4 &i—1,-.,21) =0

O que significa que o termo de erro é orto-
gonal nao apenas ao instrumento contem-
poraneamente mas a todos os instrumen-
tos passados.

e Como g;g; = ?z;x!, S é uma matriz de

quarto momentos. A estimativa consis-
tente de S ira requerer uma hipotese de
quarto momento (3.6).

27



e Se {g,;} € seriamente correlacionado, entao
~ P . / - —~ .

S ndo ¢ igual a E(g;g;) e sera necessaria

uma forma mais complicada para estimacao.



Definicao GMM

e As condicdes de ortogonalidade afirmam
que um conjunto de momentos da populacao
sao todos iguais a zero — E[g(w;; §)].

e O principio basico do método dos momen-
tos é escolher uma estimativa dos parametros
tal que corresponda aos momentos amos-
trais que também sao iguais a zero.

- 1 X7 -
gn(9) =~ > g(w;; )

1=1

28



Definicao GMM

e Aplicando o principio do método dos mo-
mentos, devemos escolher o & que soluci-
ona o sistema de K equacdoes simultaneas
e L incognitas: gn(d) = 0.

e Como o sistema é linear podemos escrever:

gn(g) — % Z x;(y;—= % Z zyi_< Z CI:ZZ)
1=1 i=1
(28)
gn(8) = szy — Sz20 (29)

1 mn 1 n ,
Szy=— ) Tyy; € Spz=—) x;z
ni=1 "=

e O analogo amostral de gn(8) = 0 é um sis-
tema de K equacoes lineares com L incognitas:

szg = Smy (30)

29



e Se K > L entao o sistema pode nao ter
uma solucao. A extensao do método dos
momentos que lida com este caso é o GMM.



Método dos Momentos

e Pela hip. 3.2, S;» converge para Xpz> — Sz»
€ inversivel em amostras grandes.

e Entao, quando possuimos amostras gran-
des o sistema tem solucao:

81v = Syz Say (31)

Este € o estimador de variaveis intrumen-
tais (IV) para x; servindo como instrumento.

30



Método dos Momentos

e Se z, = x; entao todos 0s regressores sao
pré-determinados, entdo d;y se reduz ao
estimador OLS. Portanto, a estimacao OLS
€ um estimador do método dos momentos.

31



Meétodo dos Momentos Generalizado

e Se a equacao € sobre-identificada (K > L)
entao nao podemos escolher em geral um
d que satisfaca as K equacdes do sistema
em questao.

e Podemos entdo escolher um 6 tal que g, (d)
seja 0 mais perto de O.

e Para definir “perto”’, determinamos a distancia
entre dois vetores quaisquer (dimensao K)
¢ e n pela forma quadratica

(E—n)W(—n)
W é uma matriz simétrica e positiva defi-
nida que define a distancia.
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Meétodo dos Momentos Generalizado

Definicao 3.1 (Estimador GMM) Faca W ser
uma matriz simétrica e positiva definida,
dependente da amostra, tal que W —p W
a medida que n — oo, com W simétrica e
positiva definida. O estimador GMM de
8§, representado por §(W), &

S(W) = argminJ (9, W)
0
onde

J(8, W) =n[gn(8) Wgn(8)] .
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Método dos Momentos Generalizado

e Como gn(d) € linear em 9, a funcio obje-

tivo é quadratica em 6 quando a equacao
é linear:

J(Sa /W) = n(SaSy — Swzg)//w(swy — Sa:zg)
(32)

~

A FOC com respeito a 9 é:

S;z/WSwy = S;Z/WSsz

e Como W & positiva semidefinida a matriz
(L x L) 8,,,Wszy 6 ndo singular. A (nica
solucao pode ser obtida multiplicando am-
bos os lados por pela inversa de S;;Z/Wsmy.
A Unica solucao forma o estimador GMM:

estimador GMM: §(W) = (S, W Sz.) 18, . Ws
(33)
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e Se K = L, entdao S;z» € uma matriz quadratica
e 0 estimador GMM se reduz ao estimador
IV.



GMM: Sampling Error

Multiple ambos os lados por da equacao de es-
timacao y; = z7’;5—|—s7; por e tomando as médias
se tem:

tal que

:»Iu—*

S wiei= 3 g(wi8) = gn(®)
1=1 1=1

Substituindo (34) na equacao do estimador
GMM (33):

S(W)—-6=(S,,WSz.) 1S, ,Wg  (35)
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Distribuicao assintotica do estimador GMM

Proposicao 3.1 (distribuicao assintoética do
estimador GMM):

(a) (Consisténcia) Sob as hipoteses 3.1-3.4,
plim,,_ oo d0(W) = 4.

(b) (Normalidade assintética) Se a hipotese
3.3 é expandida como a hipotese 3.5,
entao

Vn(§(W)—8) =4 N(0,Avar(6(W)) a medida
tal que
Avar(§(W)) = (XL WE2.) 12, WSWE,.(Z

sendo que Xz, = E(x;2)), S = E(g;9,), W =
plimwW .
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Distribuicao assintotica do estimador GMM

Proposicao 3.1 (distribuicao assintoética do
estimador GMM):

(c) (Consisténcia da estimativa de Avar(§(W)))
Suponha que é disponivel um estimador
consistente, §, de S(K x K). Ent3o,
sob a hipStese 3.2, Avar(§(W)) é con-
sistentemente estimada por

—_—

Avar(8(W)) = (S, W Sz.) 1S, W SW S,.(S,

tal que Sz € a média amostral de x;x!:

1 - / 1 /
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Distribuicao assintotica do estimador GMM

Proposicao 3.2 (estimacao consistente da
variancia do erro): Para qualquer estima-
dor consistente, 4, de §, defina &; = y; —214.
Sob as hipoteses 3.1, 3.2, mais a hipotese
que E(z;z]) existe e € finita,

1 & o >
EZ@; —p E(&7)
i=1

dado que E(£?) existe e € finito.
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Teste de Hipotese

Proposicao 3.3 (razao t robusta e estatistica
de Wald): Suponha que as hipoteses 3.1-
3.5 valem, e suponha que ¢é disponivel uma
estimativa consistente S de S. Faca

Avar(8(W)) = (S, W Sz>) 1S, WSW Sz.(S,. W

Ent3ao

(a) Sob a hipdtese nula Hqg : 5y = &y,
S5)(W) -8 5(W) -8
= Vvn( e(/i 0) _ o S;j* 0) L N(0.1)
(Avar(B(W))es ‘

tal que <Avar(5(ﬁ7))) é o elemento

- 17

(¢¢) da Avar(§(W))) e

/\

SE} = \/%(Avar(E(/W))M
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(b) Sob a hipotese nula Hp : Ré = r tal que
#r € 0 numero de restricdes e R(#Fr X
L) é posto completo em linha,

—_—

W = n.(R6(W)—r){R[Avar(§(W)) R} 1 (RS(

(c) Sob a hipdétese nula Hg : a(d) = 0 tal
que A(d), a matriz (#a x L) de primeira
derivada de a(d) € continua e de posto
completo,

/\

W = n.a(6§(W)) {A(6(W))[Avar(§(W))]A(6(W

Restricdes: Hp : RO = r, exemplo: R =
[IquX(k_l_l_q)} e r = 04 (veja Stock e Wat-
son, p. 760).



Estimativa de S

e Vimos anteriormente que uma estimativa
consistente era

-~

tal que g, = y; — 2'0.
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Estimando S consistentemente

Generalizacao da hip. 2.6.

Hipotese 3.6 (quarto momento finito): E[(z;42;/)°
existe e é finito paratodo k, j = (1,2, ..., K),
el(=1,..,L).

41



Estimando S consistentemente

Proposicao 3.4 (estimativa consistente de S):
Suponha o coeficiente estimado & usado
para calcular o residuo &; para S de (1/n) > é,%azz-;
e suponha que § = E(g;g,) exista e & finito.
Ent3o, sob as hips 3.1, 3.2 € 3.6, S € con-
sistente para S.
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Estimador eficiente GMM

Proposicao 3.5 (escolha 6tima da matriz W):
Um limite inferior para a variancia assintotica
dos estimadores GMM, indexados por /W,

é dado por (X/.8 1%;,)" . Esse limite

inferior € alcancado se W € tal que ‘/)V\(E
plimW) = §—1.

Portanto, o estimador GMM eficiente é aquele
que satisfaz plimW = §—1.

Simplesmente substituindo W por S-1 (que é
consistenta para S_l) nas formulas da Pro-
posicao 3.1 obtemos:

estimador GMM: §(S5~1) = (S.,5 1S,.) 1S, 8 s
(36)

Avar(6(S™1H)) = (=L.,8712,.) ! (37)
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/\

Avar(8(8-1)) = (S8 18,.) 1 (38)

Com W = S_l, as formulas para o teste t
robusto e estatistica de Wald da Proposicao
3.3 passa a ser:

_ 50(8~1) —58p)
SEZ‘
O SEZ‘ € 0 erro-robusto dado por

(39)

ty

SE} _\/ (85287 1822) "1

W =n.a(6(S 1)) {AGS 1))(S8,. S 1822) " tA(S(S™
(40)



Estimador GMM eficiente

e Para se calcular um estimador GMM efici-
ente precisamos de uma estimativa consis-
tente de S.

e A proposicdo 3.4 garante que S baseado
em qualquer estimador consistente de 6 é
consistente para S.
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Estimador GMM eficiente

e Procedimento de dois estagios de estima-
dor GMM eficiente.

1. Escolha uma matriz W que converge
em probabilidade para uma matriz simétrica
positiva definda, e minimize J(§, W) so-
bre § para obter §(W). Usualmente fa-
zemos W = S_1. Esse estimador é o
conhecido método de minimos quadra-
dos de dois estagios (2SLS). Use isto
para calcular o residuo € e obter um es-
timador consistente S de S.

2. Minimize J(§,5~1) sobre §. O minimi-
zador € o estimador GMM eficiente.

45



Teste de Hansen de Restricoes Sobre-identificado
(Hansen, 1982)

Quando a equacao € sobre-identificada entao a
distancia J(§, W) =n [gn(S)'ﬁ?gn(S)] (ver De-
finicdo 3.1) n3ao € exatamente zero. Se a ma-
triz de pesos W é escolhida otimamente ent3o
plimW = S—1, assim a distancia minimizada &
assintoticamente qui-quadrada.

Proposicao 3.6 (Teste de Hansen de sobre-
identificacao de restricdes:) Suponha que
disponivel um estimador consistente de S,
S(= E(g;g.)). Sob as hipoteses 3.1-3.5,

J(3(571),871) = n.gn(8(S 1)) S 1gn(6(571)) —,
(41)

Comentarios:

46



e Este é um teste de especificacao: se todas
as restricoes do modelo sao satisfeitas. Se
a estatistica J € grande significa que tanto
as condi¢cdes de ortogonalidade e/ou ou-
tras hipoteses sao falsas. Apenas quando
temos confianca nas outras hipoteses po-
demos interpretar a estatistica J grande
COMmo evidéncia para endogeneidade de al-
gum dos K instrumento incluidos em ;.

e O teste nao é consistente contra algumas
falhas das condicoes de ortogonalidade.

e EXistem preocupacoes quanto a aplicacao
do teste para amostras pequenas.



Testando subconjuntos para condicoes de
ortogonalidade

Suponha que podemos dividir os K instrumen-
tos em dois grupos:

1. o vetor x;; de K4 instrumentos confiaveis
SF

2. 0 vetor x;2 dos demais instrumentos K —
K1 que podem ser suspeitos de violar a
hipotese de ortogonalidade.

Como a ordenacao dos instrumentos nao muda
OS valores da estimacao e das estatisticas de
teste, podemos assumir que os ultimos K ele-
mentos de x; Sao 0S suspeitos:

o — | Til } Ky linhas
¢ x> | } K — Kj linhas

a7



A parte do modelo que queremos testar é:
E(x;oe;) =0 (42)

Esta restricao é testavel se existe a0 menos
instrumentos Nnao suspeitos quanto os coefici-
entes:. K1 > L.

A idéia é comparar duas estatisticas J de duas
estimativas GMM do mesmo coeficiente §: uma
usando o subconjunto de instrumentos x;; €
outra utilizando todos os instrumentos x;. Se
a inclusao dos instrumentos eleva a estatistica
J entao existe uma boa razao para duvidar da
predeterminag¢ao dos x;>.

De acordo com as particicoes de x;1 as condi¢coes
de ortogonalidade podem ser escritas assim:

gln(g)
gn(8) = (Kyx1) S = [ S11 512 ]
(Kx1) gon(90) ’(KxK) S>1 Soo
| ((K=K71)x1) |

(43)



tal que S11 = E(e?x;12),), etc.

Proposicao 3.7 (Testando um subconjunto
de condicles de ortogonalidade:) Supo-
nha que as hipodoteses 3.1-3.5 valem. Faca
x; ser um subvetor de x;, e expanda a
hipotese 3.4 pelo requerimento da condicao
do posto para identificacao seja satisfeita
para x;1. Entao para qualquer estimador
consistente S de S e S11 de Sq1,

C=J-—-J; —>dX2(K—K1).



Exemplo 3.3 (testando o quanto escolaridade
é predeterminado na equac¢ado salarial) Na
equacao salarial do exemplo 3.2, suponha
que escolaridade S; é suspeita de ser enddgena.
Para testar esta situacao faca:

1
EXPR;
AGE;
MED;

O vetor de regressores z; € o mesmo. O
primeiro passo é estimar 6 pelo GMM efi-
cientes de duas etapas com x; = [x;1x;5]
como instrumentos. Isto produz J e a ma-
triz (5x5) §. Utilize a matriz S da primeira
estimacao para formas a matriz S11 e es-
time os mesmos coeficientes § por GMM
(usando z;1 e S11 ). A diferenca das es-
tatisticas J deve ser assintéticamente x2(1).

T;] = , ;0 = [Si]
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Teste de Hipotese por Principio Razao da
Verosimilhanca (LR)

Na secao 3.5 foi derivada as estatisticas de
teste chi-quadrada para as hipoteses nula Hg :
a(d) = 0 pelo principio de Wald. Aqui é feito o
mesmo pelo principio LR: examina a diferenca
na funcao objetivo com e sem a imposicao da
hipotese nula.

Na estimativa GMM eficiente a funcao objetivo
é J(8,8S~1) para uma estimativa consistente S
de §.

Estimador GMM eficiente restrito

5(S™1) =argmin J(§,871) sit. Hy (44)
0

O principio LR sugere que

LR=J((5 1,81 — 5(5(5~1),871)
(45)
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deve ser assintoticamente y-quadrado.

Proposicao 3.8 (estatistica de teste pelo principi
Suponha que as Hipoteses 3.1-3.5 valem
e suponha que seja disponivel um estima-
dor consistente S de S(= E(g;g})). Consi-
dere a hipotese nula de #a restricoes Hg :
a(d) = 0 tal que A(d) = 0, a matriz (F#a x
L) das primeiras derivadas, € continua e de
posto completo. Defina duas estatisticas,
W e LR, por (40) e (45) , respectivamente.
Entao, sob a hipdtese nula, o seguinte vale:

(a) As duas estatisticas sao assintotica-
mente equivalentes — as distribuicoes as-
sintSticas sdo as mesmas (x2(#a)).

(b) As duas estatisticas s3ao assintotica-
mente equivalentes no sentido mais forte
que suas diferencas numeéricas conver-
gem em probabilidade para zero: LR —
W —p 0.



(c) Além disso, se a hipotese € linear tal
que as restricOes podem ser escritas como
RO = r, entdo as duas estatisticas sao
numericamente iguais.



Teste de Hipotese por Principio Razao da
Verosimilhanca (LR)

e A vantagem da LR sobre W €& invariante:
O valor numérico da LR n3ao depende de
COMO as restricoes sao representadas por
a(-). Quando a hipotese é nao linear é
necessario escrever um programa para o
teste.

e Proposicao 3.8 requer que a matriz de distancia
W satisfaca a condicdo plimW = S—1. Caso
contrario LR nao é estatisticamente y-quadrado.
(A estatistica de Wald é assintoticamente
x-quadrado sem satisfazer esta condicao
de eficiéncia).

e A mesma estimativa de S deve ser usada
para calcular a LR (os dois J).
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e Para existir equivaléncia numérica, LR =
W, no caso linear entao a mesma estima-
tiva S deve ser a mesma para ambos. Caso
contrario, LR e W sao apenas assintotica-
mente equivalentes.



Teste de Hipotese por Principio Razao da
Verosimilhanca (LR)

Estatistica LR para OLS: OLS é caso espe-
cial de GMM. A estatistica LR pode ser es-
crita da seguinte forma: em OLS fazemos
x;, = z;, entao o modelo GMM eficiente ir-
restrito € OLS e J(8(S1),S-1) =0. Por-

tanto,

LR=J(6(5 1,5 1) (46)
Aqui §(S~1) é o estimador GMM eficiente
restrito.

Pela Proposicao 3.8 esta estatistica é as-
sintoticamente y-quadrada e & numerica-
mente igual a estatistica de Wald se a hipdotese
nula € linear. (Assumindo homocedasti-
cidade condicional a LR é a diferenca na
soma do quadrado dos residuos normali-
zado pela variancia do erro).
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Implicacoes da Homocedasticidade Condi-
cional

A analise anterior nao assume homocedastici-
dade. Esta analise é apresentada na secao 3.8
do livro de Hayashi como caso particular de
GMM.

Hipotese 3.7 (homocedasticidade condici-
onal:)

E(ef | @) = o

e Nesse caso, a matriz do quarto momento
é S = E(g,9") = E(¢?x;x!) pode ser escrito
como o0 produto de segundos momentos:
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Implicacoes da Homocedasticidade Condi-
cional

e Como S é nao singular pela hipotese 3.5
isso implica que 02 > 0 e X4 € ndo-singular.

e Para este caso, o estimador de S é:

n
o ~21 | A2
n ._—
1=1
Aqui 52 é um estimador consistente a ser

especificado depois. Por estacionariedade
ergédica Szgx —a.s. Taxx. Dado um 52, ndo
precisamos da Hip. 3.6 do quarto mo-

Py

mento para S ser consistente.
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Implicacoes da Homocedasticidade Condi-
cional Com homcedasticidade condicional sim-
plesmente varios resultados podem ser simpli—
ficados com a substituicao de S por 52Sre €

a expressio S de (1/n) > € e’-:zzc x, por S em
(48). As simplificacdes sao as segumtes

e O estimador GMM eficiente se torna 2SLS:
S(S’_l) — [S/xz(525$$)—1s$2]Sglrzz(a-zsiﬁﬂﬁ)_lsx

— [S:,cz Sa:_:cl Sz2] S;zsa?azl Sxy

= §(S;) = do515 (49)

e Sob homocedasticidade condicional, nao ha
necessidade do primeiro passo do estima-
dor GMM porque 0 segundo passo se re-
duz ao estimador GMM com Si;; sendo
usado para S. Este estimador é chamado
de Minimo Quadrado de Dois-Estagios (2SLS)
— Proposto por Theil (1953).
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Implicacoes da Homocedasticidade Condi-
cional — Avar(d>g7g) Podemos calcular a Avar
para O caso do 2SLS:

Avar(851.8) = 02(20, ZpaSzz) .
Um estimador natural para a Avar é:
Avar(8z51,5) = 62(ShsSpz Szz) "t

Para 82, considere a variancia amostral do residuo
do 2SLS:

n

52 = > (i — zi0251.9)°

ni=1

Pela proposicido 3.2, 52 —p 0° S€ E(zizg) existe
é finito. Portanto, se § € definida como (48)
com este 52 acima.

2

Substituindo (48) nas equacdes da razao t e
da estatistica de Wald, se tem:

A 025150 — Oy (50)
¢ SE,
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com

-2

o2 _ —
SEy = \/— ((8%28z2822) "1 )

n

a(82515) |A(625L5) (S} S Swz) "1 A(825L5)'|

W =mn
32

(51)



Implicacoes da Homocedasticidade Condi-
cional

e Quando W = (62S,.)~ 1
szg)/sic_xl(s,fpy — szg)

32

I3, (628p) 1) = n2U T

Para o estimador dogrg, a distancia J é
chamada de estatistica de Sargan (1958):

(Szy — Sz202515) Sz (8

Estatistica de Sargan =n ~
o)
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2SLS

Proposicao 3.9 (Propriedades assintoticas
do 2SLS):

(a) Sob as hipoteses 3.1-3.4, o estimador
2SLS é consistente. Se adicionamos
a hipotese 3.5, o estimador é assinto-
ticamente normal com a variancia as-
sintotica dada por Avar(do>gr.g) com W =
(02%.2)" 1. Se a hip. 3.7 é adicio-
nada as hips. 3.1-3.5, entao o estima-
dor GMM ¢ eficiente.

Além disso, se E(z;z}), entdo:

(b) a variancia assintotica é consistentemente
estimada por Avar(ésgrg).

o -
(€) ty = 225L87% L, N (0, 1),

SE,
W — na(SQSLS)/{A(SQSLS)(S:z:zS:;.%ASQwZ)_1A(SQSLS),}_1
o
X2(#r), e
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(d) a estatistica de Sargan —; x2(K — L).



GMM com multiplas equacoes

Estimar mais de uma equacao conjutamente
por GMM.

O " payoff’de dominar a estimacao de multiplas
esquacoes é consideravel. Quando se assume
homocedasticidade condicional, o GMM se re-
duz ao "full-information instrumental variable
efficient (FIVE) estimator”, que se reduz no
3SLS se o0 conjunto de variaveis instrumentais
€ comum para todas as equacdes. Se assu-
Mirmos que todos 0S regressores sao prede-
terminados, 3SLS se reduz no estimador SUR
(seemingly unrelated regressions), que por sua
vez se reduz na regressao multivariada quando
todas as equagcdes possuem 0S mesmaos regres-
sores.

Sera mostrado que o sistema de multiplas equacoes
pode ser escrito como um sistema de equacao
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com 0s coeficientes restritos a serem 0S mes-
mMos entre equacdoes. O estimador GMM para
este sistema é de novo um caso especial do
GMM de equacao unica. O estimador GMM
quando todos 0S regressores sao predetermi-
nados e 0s erros sao condicionalmente homo-
cedasticos é chamado do estimador de efeitos
aleatdrios (RE). Assim sendo, SUR e RE s3o
estimadores equivalentes.



GMM com multiplas equacoes

Hip. 4.1 (linearidade): Existem M equacdes
lineares:

Yim = ZimOm+temm (G =1,2,.)(m=1,..,M).

z € O vetor de regressores, d € o vetor dos
coeficientes (L x 1). O modelo nao faz
hipoteses sobre a correlacao entre os er-
ros das equacoes. Além disso, nao ha res-
tricoes sobre os coeficientes de equacoes
diferentes.

Hip. 4.2 (estacionaridade ergodica): Faca w;
serem oS elementos unicos e nao-constantes

de (y’il7 vy Ys M s gLy ooes RGN LGl oovs wZM> {wz}
€ conjuntamente estacionaria e ergoddica.

Condicdes de ortogonalidade € o conjunto
das condicOes de ortogonalidade das condicoes
individuais.
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Hip. 4.3 (condicOes de ortogonalidade): Para
cada equacao m, as Ky, variaveis em x;,,
sao pré-determinadas no sentido de que to-
das sao ortogonais ao erro: E(xjmeim) =0
para todo i e m(= 1,2,...,M). Ou se€ja,
existem > ., Kin condicoes de ortogonali-
dade no total. Se nds definirmos

L;1-€41
(Zm:1 Kmx1) | TiM-EiM |
entao todas as condicdes de ortogonali-
dade podem ser escritas compactamente

como

E(gi) =0 (53)

Nao é assumido ortogonalidade cruzada.
Por exemplo, x;1 nao precisa ser ortogo-
nal a ;5, embora tenha que ser a ;1. To-
davia, se a variavel for incluida em ambos
0s vetores, entao a hipotese implica que a
variavel é ortogonal a ambos ¢;1 € ¢;o.



Exemplo. Assuma Y, K, como 8(=4+4) e
g; €
€il
Si€il
EXPRZ'e’:‘il
MFED;e;q
€i2
Si€i2
EXPRZ'(-:ZQ
MED;e;

Este € 0 caso pois x;1 € ;o possuem 0 mesmo
conjunto de instrumentos, cada instrumento é
ortogonal a €;1 € €;o.

gi




Identificacao

Com as condicdes de ortogonalidade podemos
derivar as condicoes de indentificacao.

e Na versao de equacao multipla:
[ /
x;1-(yi1 — 2;101)

g(w;; 0) = (54)

/
i (Wi — 2i00M)
e 0 sem o subescrito é o vetor " empilhado” dos
coeficientes:

5 =1[61...00]
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Identificacao

e O vetor de coeficientes é identificado se
d =& é a unica solucao para o sistema de

equacoes:
E[g(w;; 8)] = 0. (55)
Nesse caso,
Elg(w;;0)] =
E(xi.y1) | | E(®in-2i1) _
] E(wiM'QiM) | | | E(x;n-200) |

Elg(w;; 8)] = ozy — Tz26.

LLogo, O sistema de equacdoes determinando
d pode ser escrito como:
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Identificacao

e Uma condicao para identificacao € que XY~
tenha posto completo. Mas como esta ma-
triz € bloco-diagonal, esta condicao é equi-
valente a:

Hipotese 4.4 (condicao de posto para identificac
Para cadam = 1,..., M, a matriz E(z;,2.,,)
é posto-completo (de ordem K, X Ly,).
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Normalidade Assintotica

Hipotese 4.5 (g; € um mds com segundos mome
{g;} € uma sequéncia diferenca martingale
conjunta. S = E(g;g}) € ndo-singular.

e A matriz tem a seguinte estrutura:

S = E(gi9;) = (57)
(M K x M Kom)
E(eiieinzine,y) ... E(epemxinxl,) |
| E(eipeinxipxiy) - E(eimeimTing®ly) |

e Em suma, o modelo de multiplas equacoes
€ um sistema onde se aplicam todas as
hipoteses que fizemos para o modelo de
equacao simples, com a adicao da estacio-
nariedade conjunta.
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Definicao GMM

Definicido como em Unica equacdo. Faca ¢
ser um valor hipotético dos parametros verda-
deiros § e defina gn(d). A definicdo GMM é
a mesma, mas a matriz de pesos W é agora
CM_ Ky x SM_ L Kin). Agora podemos es-
crever a mesma de definicao de g para o analogo

amostral:

g (0) = (58)
(X1 Kmx1

1 ~
=31 i1 (yin — 2j101)

1 | ! 5
5 i1 T (Yim — Zi00)

= Swy — Sgczé
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Teoria para Amostras-Grandes

A teoria de amostras grandes € a mesma de
GMM de unica equacao. Apenas é realizada a
substituicao dos indicadores.

e (Teste de hipoteses) No caso presente de
equacdes multiplas, 6 € um vetor empi-
lhado composto por coeficientes de equacoes
diferentes. As proposicdes 3.3 e 3.8 (tes-
tes t, W e LR) permitem testar restricdes
entre equacoes.

e (Teste de restricdes sobre-identificadas) O
numero de condicOes de ortogonalidade é
>M_ Km e o nimero de coeficientes €
anj\le L.,. Os graus de liberdade para a es-
tatistica J na Proposicao 3.6 sao Z%:l Ky, —
SM_, L, e para a estatistica C na Pro-
posicao 3.7 sao o total de instrumentos

suspeitos de diferentes equacoes.
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Proposicao 4.1 (estimacao consistente do
erro contemporaneo dos momentos en-
tre equacdes): Faca &, ser um estimador
consistente de &, e faca &y, = Yim — 2., 0m
ser o residuo de m = 1,2,...,M. Sob as
hips 4.1 e 4.2, mais a hipdotese de que
E(zingh) existe e é finito para todo m, e
h(=1,...,M),

Tmh 7P Omh

tal que

~ 1 &KL /
Omh — ; Z EimEip € Omh = E(eimeih)
1=1

dado que E(g;ne};,) existe e € finito.

Tmh —p Omh (59)

_ 1 &
Omh = ﬁ Z EimEih € Omh = E(Simgih)
=1

dado que E(g;ne;5,) eXiste e € finito.



Estimando S consistentemente

Hipotese 4.6 (quarto momento finito): E[(z;,,.2;},
existe e é finito paratodo k, j = (1,2, ..., K),
m e h(=1,..,M), tal que z,,,;. € 0 k-€Simo
elemento de x;;, € z;; € O j-€simo ele-
mento de z;,.

Proposicao 4.2 (estimacao consistente de S, a v
Faca d,, ser um estimador consistente de
6m, € faca &un = Yim — 2., 0m ser o residuo
param=1,...,M. Sob as hipoteses 4.1,
4.2 e 4.6, S é consistente para S. Tal que:

—~ —~ /
EimEimTimLim
1

S =

S|

n

1
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Tuhle 4.1: MWGHMHMWW Format

EWPE ﬁlﬂlﬂﬁ“ﬁf -
Orthagonality Condirions: &, () = 0y~ Sud =0

nmm Hﬂi wﬁ,ﬁ;ﬂﬂaﬁh
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Se pelo menos uma das M equacoes € sobrei-
dentificada entdo a escolha de W afeta o valor
do estimador GMM, quando comparado com a
alterativa de estimar cada M equacao em se-
parado.

Proposicao 4.3 (equivaléncia entre estimacao GI
Se todas as equacdes sao exatamente
identificadas, entao a estimacao GMM
equacao por equacao e por multiplas
equacdes sao numericamente 0s mes-
mMos e igual ao estimador 1IV.

e Se a0 menos uma equacao € sobreiden-
tificada mas a equacao e “nao-relacionada’” no
sentindo de E(gjmep)Tima,, = 0, entdo
a estimativa eficiente equacao por equacao
e por equacao multipla sao assintotica-
mente equivalentes dado que /n vezes
a diferenca converge em probabilidade
para zero.
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Homecedasticidade Condicional

Assumindo homocedasticidade condicional:

Hipotese 4.7 (homocedasticidade condici-
onal:)

E(eiméin | Tim, Tin) = omp

para todom, h=1,2,.... M.

Portanto, os momentos cruzados condicionais
E(e;me;n € igual a o, pelo lei das expectativas
totais.

Portanto a S em (4.1.11) pode ser escrita
CcComo:

O']_]_E (:132-1:13;1) c e O1M (E:BZ']_CI};-M)
S — . :

] O'MlE (szw;1> oo OMM (szMw,’LM> |
(60)
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Como pela Hipotese 4.5 S é finita, esta de-
composicao implica que E(flﬁimflfﬁ;h) existe e é
finito para todo m, h(=1,2,...,M).



FIVE: Full-Information Instrumental Vari-
ables Efficient

Um estimador de S explorando a estrutura do
quarto momento mostrado em (60)

[~ 1 / ~ 1 /
011 (g D i1 33@'1513@-1) Lo O1M (5 Do iL‘uwiM)
S = s =
~ 1 / ~ 1 /
| OM1 (52?21 wz'MfUil) oo OMM <ﬁ2?:1 LiMT; 0
(61)

Neste caso, para algum estimador consistente
om, de §,

n
~ . ~ o~ ~ /e
Omh = E : imEihy COM &E;p = Yim — % Om, (62)
1=1
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FIVE: Full-Information Instrumental Vari-
ables Efficient

Estimador FIVE épryp = 6(571), com §-1
dada por (61).

Proposicao 4.4 (propriedades de amostras grand
Suponha que as Hipoteses 4.1-4.5 e 4.7
valem. Suponha também que E(z;nz);,)
existe para todo m e h. Faca S e S como
definido em (60) e (61), respectivamente.
Entao:

e br;yp = 0(S~1) é consistente, assinto-
ticamente normal e eficiente com Avar(EFIVE)
dado por (37) (ver GMM cap. 3);

e A variancia assintotica estimada dada
por (38) € consistente para Avar(dpryvE);
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e Estatistica Sargan dada por

J8rrvE S =ngn@pve) S 'gn(8rvE) —
(63)
tal que gn(-) € dada por (58).



3SLS

Quando os instrumentos do modelo FIVE sao
0S MesMmos entre equacdes entao temos o es-
timador 3SLS: 53SLS = 5(5_1)

Defina:

€41
€; = :
(Mx1)

EiM

A matriz dos momentos cruzados de g; é:

011 -+ O1M
> =E(ge) = : : (64)
(MXM) _O'M]_ O‘MM_
Para estimar X precisamos de um estimador
inicial consisntente de 4,, para calcular &;,,.
Um estimador 2SLS € usado para calcular esta
estimativa inicial. Dados estes residuos um es-
timador natural de

_ 1 X
== &é (65)
n .
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Sex;,=x;] =x;p=.. €0 conjunto comum de
instrumentos (dimensao K), entao g; dado por
(52), S por (60) e S por (61) pode ser escrito
COMmo:

g9i =€ Qu; (66)
(MKx1)
S = X E(x;x’ 67
(MK xMK) (M><M)® (%f?é"‘)) (67)
com
St=2"1g[E(@az)]
L 1>
S=3Y (=) =z (68)
ni=1
entao

g—1 o —1 1 & / -
ST =3Y7"® - >z
1=1

(¥ e E(x;x)) ndo sdo singulares.) A matriz e



pesos é:

—1
R R L
W, =™ (n > :1:@2) (69)
i=1

aqui ™" é o elemento (m,h) de £~1. Substi-
tua W na equacdo 6(W) (4.2.6):

) T G11A;, L IMAL . 17T slleg,
03SLS = ) o
FMIA, cMMAy | | aMey
(70)
tal que
~1
n 1 & / 1 / 1 /
Apn=1=> zimz| | =D xz] = wiz,
(71)
~1
1 & N1 1 &
Cmh — | — Z ZimI; — Z LiL; — Z LiYih
ni=1 ni=1 ni=1



A expressao para a variancia é:

R ollAay; ... oMAyy
Avar(d3srs) = : :

O'MlAMl ... O'MMAMM

para A, = E(zimw;)E(a}iw;)_ E(wizgh) A
matriz da variancia é consistentemente esti-
mada por:

T 114 1M Z 11

L ———

Avar(d3srs) =

(74)

Proposicao 4.5 (propriedades de amostras grand

Suponha que as Hipoteses 4.1-4.5 e 4.7
valem e que os instrumentos sao comuns:
T;;m = x;. Suponha também que E(z;,2};,)
existe para todo m e h. Faca > ser a ma-
triz de momentos cruzados do termo de
erro calculada por (65) usando os residuos
de 2SLS. Entao:



e /3575 dado por (70) € consistente, as-
sintoticamente normal e eficiente com
Avar(d3grg) dada por (73);

e A variancia assintotica estimada dada
por (74) é consistente para Avar(d3gr.g):

e Estatistica Sargan dada por

J(83505:5™1) = n.gn(83505)' S tgn(d3515) —4
(75)

tal que gn(-) € dada por (58), K € o

ndmero de instrumentos comuns e S =

£ (5 Ty wix)).



SUR — Seemingly Unrelated Regression

3SLS pode ser simplificado se

x; = uniao de (Zi]_, "'7Z'L'M) (76)

Isto é equivalente a condicao

E(zimein) =0 (77)

Isto significa que 0s regressores predetermina-
dos satisfazem as ortogonalidades cruzadas.
AqQqui eles nao sao apenas determinados em
cada equacao, E(z;,cim) = 0, mas também
predeterminados entre equacdes, E(z;,&;,) =
O, para h #=m. Esta forma simplificada é cha-
mada de estimativa SUR, dgi/p.

Como SUR é um caso especial do 3SLS as
formulas que se aplicam para ambos 0S Casos.
A implicacao do estimador SUR é que nas ex-
pressdes para A1, €, € A,,;, O x; desaparece.

mh — Z zzmzzh (78)
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Cnh = Z ZimYih (79)

Amh — E(zingh) (80)

Proposicao 4.6 (propriedades de amostras grand
Suponha que as Hipoteses 4.1-4.5 e 4.7
valem e que os instrumentos sao: x; =
unido de (z;1,...,2;37). Faca ¥ ser a ma-
triz de momentos cruzados do termo de
erro calculada por (65) usando os residuos
OLS. Entao:

e dqyp com A, dada por (78), é,,;, dado
por (79) € consistente, assintoticamente
normal e eficiente com Avar(dqy ) dada
por (73) com A, ,;, dado por (80).

e A variancia assintotica estimada dada
por (74), A,,, dada por (78), é con-
sistente para Avar(dqyp);



e Estatistica Sargan dada por
J(8sur, S™1) = n.gn(8syr)'S tan(sur) —a X

(81)
tal que gn(-) € dada por (58), K é o
ndmero de instrumentos comuns e S =
£ (5 Ty wixy).

EficiéEncia do SUR: exemplo modelo de regressao
multivariada com restricoes de exclusao — SUR
mais eficiente do que OLS equacao por equacao.
Suponha o sistema:

LW; = ¢1 + 81S; + 711Q; + mMEXPR; +¢1

KWW; = ¢o 4+ 25; + 12IQ; + moEXPR; + €

O conjunto de instrumentos comuns é (1, .5;,1Q;, EXP.
Este sistema € um modelo de regressao mul-
tivariada com o mesmo conjunto de regresso-

res. Mas se wm» € a priori restrito para ser O,
significando que EX PR, € excluida da segunda
equacao, entao o modelo se torna o SUR. O

SUR é mais eficiente do que o modelo multi-
variado pois explora a restricao de exclusao.



Coeficiente Comum

Panel data: caso particular do modelo GMM
de multiplas equacdoes impondo restricao de re-
gressores comuns.

O sistema agora pode ser escrito como:

Hip. 4.1 (linearidade): Existem M equacdes
lineares:

Yim = ZimO0+eim (G=1,2,..)(m=1,...M).

z €& o vetor de regressores, & € o vetor
dos coeficientes (L x 1) comum a todas as
equacoes. O modelo nao faz hipoteses so-
bre a correlacao entre os erros das equacoes.
Além disso, nao ha restricoes sobre 0s co-
eficientes de equacdoes diferentes.
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Apenas € necessario modificar a Hipotese 4.4
(identificacao). A versao de g(-) é a seguinte:

[ x1.(yi1 — %010)

g(w;; 8) = (82)

o
| i (Ying — z540) |
neste caso temos

_ E(xi1.yi1) E(x1.2/1)0) |
Elg(w;; d)] = : — : )
| E(xinyivg) || E(xipgzi)0)
(83)
Elg(w;; 5)] — Oxy — Yxz o

(CM_ Kx1)  (OM_) KpxL)(EX1)

A implicacao de coeficientes comuns significa
que a matriz Yx» € agora empilhada, nao uma
matriz bloco diagonal.

A condicao para identificacao é:



Hipotese 4.4’ (condicao de posto): A ma-
triz Yz definida em (83) & posto

(=1 KmxL)
completo.

Essa condicao € mais fraca do que a Hipotese
4.4 que requer que cada equacao do sistema
seja identificada. Portanto, uma condicao sufi-
ciente para identificacao é que E(wim.zgm) seja
posto completo para algum m. E possivel que
O sistema seja identificado mesmo se nenhuma
das equacoes seja identificada individualmente.



GMM — Coeficiente Comum

O estimador GMM é:

= % % { (i 2“: Zim-$2m> Wmh (i i xzhzfih] }] i
£ g (i)

m=1 h=1

O estimador eficiente é obtido com W sendo
substituido pela inversa de S.
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Impondo Homocedasticidade Condicional

Como antes se pode impor homocedasticidade
condicional. O estimador FIVE é obtido se é
aplicada a correspondente matriz S.

Assumindo que 0s conjuntos de instrumentos
SA0 0OS Mesmos entre as equacoes, entao, se
tem a estimativa de S:

~ _ 1 X
S=¥Y® ( > :czajf&> (85)
=1

data a estimativa de W,,;, se chega no estima-
dor 3SLS com coeficientes comuns:
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tal que 6™" é o elemento (m,h) de 1.



Estimador de Efeitos Aleatorios

Assumindo as condicdes do estimador SUR,
“desaparecimento de x,” o estimador GMM passa
a ser 0 estimador de efeitos-aleatorios:

e[ g )

m=1 h=1

K (i > Zim-yih)] (87)
m=1h=1 =1

A variancia assintotica é

R M M -1
Avar(bpp) = { SN aME (Zz'm-qugh)]

m=1 h=1
(88)
_ M M ] n —1
AV8F(5RE) — |: Z Z 5'mh ( Z Zim-< )]
m=1 h=1 =1

7



Estimador de Efeitos Aleatorios

Proposicao 4.7 (propriedades de amostras grand

Suponha que as Hipoteses 4.1", 4.2, 4.3,
4.4 4.5 e 4.7 valem e que 0S instrumen-
tos sao: x; = unido de (z;1,...,2;1). Faca
3. ser a matriz de momentos cruzados do
termo de erro calculada por (65) usando
os residuos OLS e ¥ uma estimativa con-
sistente de 3. Entao:

° SRE € consistente, assintoticamente nor-
mal e eficiente com Avar(dpr) dada por
(88).

e A variancia assintotica estimada dada
por (89) é consistente para Avar(dpg);

e Estatistica Sargan dada por

J(0rE,S™Y) = n.gn(0rE)'S tgn(drE) —q X2 (M
(90)
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tal que gn(-) € dada por (58), K € o
nimero de instrumentos comuns e S =



Pooled OLS

Para o modelo SUR foi estimado ¥ a partir dos
residuos OLS (equacao por equacao). Vamos
assumir que os coeficientes a serem estimados
SA0 0OS MmesMmos para todas as equacdoes na es-
timacdo de 3. Ent3do considere determinar W
como

—1
1 n
I ® (n > CBZCI};> (91)
1=1

a0 inveés de

—1
. 1
s-1g (n Zl azz-a;;> (92)
1=

no primeiro estagio da estimativa GMM para
obter a estimativa consistente inicial de §. Este
estimador é o RE (87) com ™" = 1 para
m = h € 0 para m # h, que pode ser escrito
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Este € 0 modelo OLS com amostra de tama-
nho nM onde as observacdes sao empinhadas
nas equacoes. Por esta razao o estimador é
chamado de Pooled OLS.

A variancia assintotica para o POLS é

) M 1M M
Avar(dpors) = ( Y E(zim-Zim ) > 2 omnE(z

m=1 m=1h=1
(94)
. M | n 1 v M
Avar(éPOLS) — Z Z Zim-=< m Z Z Umh_ ‘
m=1"i=1 m=1 h=1

(95)



Como o estimador é consistente, entao o residuo
pode ser usado para calcular o,,;, nesta ex-
pressao. Os erros-padrao corretos do Pooled
OLS sdo a raiz quadrada de (1/nx) os elemen-
tos da diagonal desta matriz.



Flexibilidade definicoes

Um modelo completo de duas equacoes se en-

caixa na Definicao 4.1°.

Suponha o exemplo

4.1 e defina as matrizes da seguinte forma:

1
Si
I1Q);
EXPR, |,

O

0

 EXPR;

R OOOO

Si

®1
51
Y1
@2
B2
Y2

Um sistema com apenas um subconjunto de
variaveis comuns também pode ser escrito na
forma da Hipotese 4.1. Considere o Exemplo
4.2 assumindo que I(Q) e S sao constantes no
tempo. Entao:

1
0
569,
1Q);

| EXPR69; |

1
0]
$80,
I1Q);

EXPR8O; |
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Assim a restricao de coeficientes comuns nao
é tao restritiva.



Modelo de Componentes de Erro (Cap.5)

Modelo de multiplas equacdes com coeficien-
tes comuns (Proposicao 4.7).

Considere um sistema de M equacdes lineares,
amostras aleatorias e as hipoteses “SUR'" :

E(Zim&fih) =0 (98)

neste caso E(g; ® ;) = 0 tal que & é a uniao
de todos os z.

Identificacao: E(Z; ® x;) € posto completo.

Homocedasticidade condicional:
E(ee; | @) = E(gief) = & (99)

E(g;g!) € ndo singular, com g; = g;®x; (100)
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Como notado na secdo 4.5, E(gig,) = X ®
E(x;x;) sob homocedasticidade condicional, (5.1.6)
€ equivalente a condicao

> e E(x;x}) sdo n3o singulares. (101)

Componente de Erros: Se assume que o termo
de erro possa ser decomposto como:

Eim = o4+ Nim (102)

O termo «o; € chamado de efeito individual,
heterogeneidade individual, ou o efeito fixo.

Defina o modelo em forma matricial:

Yy, = Z;0 + 1.0 + 1 (103)



tal que:

Yil

YiM

| ZiMO |

Zi15 |

1

M

(104)

A condicdes de ortogonalidade (98) sao satis-
feitas se 0s regressores do sistema sao orto-
gonais a ambos componentes de erro, isto €,

Se

E(zima;) =0

E(zimn;) =0

Todavia em muitas aplicacdoes nao € uma hipotese

(105)

(106)

razoavel. Isto ocorre porque o efeito fixo repre-
senta algumas caracteristicas permanentes da
unidade economica individual. Ver exemplo.



Modelo de Componentes de Erro

Funcao de producao com heterogeneidade
Continuacao exemplo da sec. 3.2.

Usando o exemplo da funcao de producao log-
linear, suponha que a eficiéncia da firma, w;,
permaneca constante ao longo do tempo. Entao
a equacao para 0 ano m é:

log(Qim) = ¢o + ¢d1log(Lip) + u; + vim

onde @Q;,, € a producao da firma ¢ no tempo
m, L;, € o fator trabalho e v;,, € 0 choque
tecnoldgico. Esta equacao pode ser escirta na
forma matricial (vetorial) fazendo:

Yim — lOg(Qim); Zim — (17 log(Lim))/; 0 = (¢07 ¢1)/;
Q= Uqgy Nim = Vim
Além disso,

L; — (17 lOg(Lzm), ceey log(LZM))/
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sob concorréncia perfeita, o efeito fixo u; de-
veria ser positivamente correlacionado com o
insumo trabalho porque firmas eficientes, dado
que u; € maior do que a média, deveriam con-
tratar mais trabalho para expandir suas ativi-
dades. Se v;,, representa choques nao espera-
dos pela firma quando ela escolhe insumos, é
razoavel supor que v;, nhao & relacionado com
OS regressores.



Modelo de Componentes de Erro
equacao salarial Continuacao exemplo 4.2.

Suponha o exemplo sem experiéncia (EXPR),
mas com m = 1969,1980, 1982. Suponha co-
eficientes para escolaridade S e I() constantes
ao longo do tempo, mas o intercepto pode va-
riar. Com a decomposicao do termo de erro o
sistema é

LW69; = ¢1 + 8S69; +vIQ; + o; + mji1
LW380; = ¢1 + 8580; +vI1Q; + a; + mi1
LW82, = ¢p1 + 8S82;, +vIQ; + o; + n;1
Escrevendo usando a definicao de coeficientes
comuns:

2l 1 0 0 S69; IQ;
Z;=|z,|=|0 10 580; IQ; |,d = (¢1,92,¢3
_Z,§3_ _O O 1 582 IQi_

(107)

x; = (1,569,,580;,582,,1Q;)
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O termo de erro inclui os determinantes que
NAao estao na equacao salarial. Pode ser razoavel
assumir que eles sao dividos entre o que € per-
manente para o individuo (afetando escolha de
educacao, por exemplo) e o0 que nao € relaci-
onado com determinantes do salario (erro de
medida do salario, por exemplo).



Média de Grupos

Método de efeitos fixos resolve o problema de
(105). O estimador é aplicado a um sistema
de M-equacgdes transformada do sistema ori-
ginal (103). A matriz usada é a aniquiladora
associada com 1,;:

(MQM) = Iy — 1310 1) 711, (108)
X
1
= 1
M e o o M
— IM — : :
1 1
| M M |

O que essa matriz faz € extrair desvios da
média dos grupos. Por exemplo, multimpli-
cando pela esquerda o vetor y; de dimensao M
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por (Q, temos:

Yil — Y
Yy, = Qy; = | =yi—1yy (109)
| Yim — YM
tal que a média do grupo da variavel depen-
dente é:

_ 1
Y, — M Myz—_ Z Yim

Essa transformacao é sumllar para OS regresso-
res. QZ; € o vetor de desvios de Z;.



Uma Reparemetrizacao

A robustez em relacao a (105) possui um preco:
alguns parametros do modelo podem nao se
identificados apos a transformacao por Q. Dois
exemplos sobre o tema:

1. O caso Obvio é o coeficiente comum para
todas as equacdes. Por exemplo, IQQ é um
coeficiente comum em todas as equacdes no
exemplo 5.2. Entao a coluna de Z; correspon-
dente a IQ) € 1,,.1Q; € a quinta coluna de QZ;
€ de zeros. Consequentemente o coeficiente
de IQ, v, nao pode ser identificado apoOs as
transformacdes. Para separar os coeficientes
comuns dos demais faca b; ser o vetor de re-
gressores comuns e escreva a matriz M x L de
regressores Z; cCoOmo:

Z; = (F:1,.b) (110)
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O vetor de coeficientes pode ser particionado

CcComo.
5= [ﬁ] (111)

O vetor de coeficientes 4+ nao pode ser identi-
ficado apos a transformacao.

2. Também pode ser o caso, em adi¢gao a v,
que algum coeficiente de B seja nao identifi-
cado apos a reparametrizacao.

A condicao geral de identificacao da estimacao
FE € que F; e b; sao definidos tal que

E(QF;®x;)é (coluna) posto completo (112)

tal que x; € a unidao de (z;1,...,2;)). Por que
esta € uma condicao de identificacao? Porque
O estimador de efeitos fixos € uma especia-
lizacao do RE aplicado a regressao transfor-
mada de Qy em QF. (Esta condicao € apenas
uma adptacao da anterior.)



Com Z; divido entre F; e b;, o sistema (103)
pode ser rescrito como:

y;, = F;8+ 1/b;v + 1p505 +m;, ou (113)

Yim = FimB + by + a; + n; (114)
tal que Z-’m é a linha m de F;. Os estimado-

res RE e FE sao bem definidos para o mesmo
modelo.



Estimador de Efeitos Fixos

Estimador de efeitos fixos definido como 0O sis-
tema transformado (dado que QI,; = 0):

Qy; = QF;8 + Qn; (115)
ou
g, = F;8 + j; (116)
tal que:
g =Qy; F, =QF; 7; =Qnu,
(Mx1) (M x#3) Mx1

Forme uma amostra “pooled’” das transforma-
das ¢, e F; como

~
~

Yy = : , F = : . (117)
(nMx1) Gn (nMx#3) P,

Y1 P

O estimador de efeitos fixos de 3, representado
por Brp, é o estimador “Pooled OLS,” i.e., o
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estimador OLS aplicado a amostra ‘“pooled”
(g, F) de tamanho nM. Assim,

—~

Bre = (F/F) ' F/j
lzﬁﬁ S 2277
n . i=1 n i=1
{( > (@R <QFZ>] » 3 (@F)Qud
1o 1
— (n Z (F QQF) " Z F;QQy;
1=1

( Z(F QQF) Z F/QQy; (uma vez que Q

Substituindo (116) em (118) se pode obter o
sampling error:

Brr — B = (F/F) " F#;

n —1
(i > (F QQF)

=1

S|

Y F/QQn; (119)
=1



Como o estimador de efeitos fixos & desvio
da médio de grupos, ele também é conhe-
cido como within estimator ou estimador co-
variancia. Outra aplicacao comum é o LSDV
(Least Square Dummy Variable): estimar o
modelo em nivel por OLS adicionando dum-
mies de grupo (7).

Proposicao 5.1 (propriedades de amostras grand
Suponha as Hipoteses do modelo de com-
ponentes de erro, mas relaxe as hipoteses
SUR requerendo apenas que

E(fz'/mnz'h) =0
onde f! €& a linha m de F;. Defina F;, §;

e n; por (116). Entao

e O estimador de efeitos fixos (118) é
consistente e assintoticamente normal
com

Avar(Brg) = [E(F/F))1E[F E(H:7)) F][E(FF



e A variancia assintotica é consistentemente
estimada dada por

— U R TR
Avar(Brg) = [;ZF{EL] 1[521*_’5‘/17’7;] [5ZF¢/~

aqui V é a matriz dos momentos cruza-
dos dos residuos transformados associ-
ados com o estimador FE:

— Z(yz F:BrE)(§; — F;Brr)
(120)

(M><M)



Funcao de Custo Translog (sec. 4.7)

Funcao de custo translog € uma generalizacao
da funcao de custo Cobb-Douglas. Uma boa
caracteristica da translog € que as equacdes
de demanda otimizada por insumo se forem
transformadas em participacao no custo total
sao lineares no (log) do produto e preco dos
fatores. Os coeficientes inerentes a este sis-
tema sao um subconjunto de parametros da
funcao custo que descrevem a tecnologia.

Sera assumida a hipotese de homocedastici-
dade condicional. Assumir também que os
regressores no sistema sao predeterminados.
Como foi argumentado no cap. 1, esta € uma
hipotese que pode considerada razoavel para o
setor de geracao de energial elétrica antes da
desregulamentacao.
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Funcao de Custo Translog (sec. 4.7)

A funcao custo translog: assumindo termos
quadraticos e cruzados no log de todos os ar-
gumentos, a funcao custo log-linear com trés
INSUMOS pode ser escrita como:

3 1 3 3
09(C) = aot+ ) ajlog(p)+5 3. > vjklog(p;)log
j=1 j=1k=1

3

+aq109(Q)+5700(09(@)%+ " 7jg109(p;) 109(Q)

=1

: (121)
Nessa expressdo o termo %25’:1 > 2_1 7k 109(p;) log(p,
é uma forma representando o efeito de segunda
ordem dos precos dos fatores. Se pode assu-
mir que a matriz 3 x 3 de forma quadradatica
coeficientes € simétrica:

Yik = Vkj» (G, k=1,2,3) (122)
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O grau de retorno de escala pode ser calculado
COMo:

1 1

910g(C)/0109(Q) ag + 70 109(Q) + X371 vjglog(;
(123)




Participacao dos Fatores

A conexao entre os parametros da funcao custo
e a demanda dos fatores € dado pelo Lemma
de Shepard. Faca z; ser a demanda minimiza-
dora de custos para o insumo 5 dado O preco
dos fatores (pi1,p2,p3) € produto Q. Entdo
Z?zlpja;j = C. O lema afirma que

8_0 — :U] (124)
apj

Notando que:
dlog(C) p;oC
dlog(p;)  COp,
o lema também afirma que o log das derivas
parciais da funcao custo é igual a participacao
dos fatores:

(125)

01og(C) _ pjz; (126)

8|Og(pj) C
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Para o caso da funcao de custo translog a de-
rivada parcial é:
dlog(C)

3
dlog(p;) o+ jgl Yk 109(pK) + 70 109(Q)

(127)
Combinando (127) e (126) e definindo o “cost
share” como s; = p;z;/C, temos o seguinte
sistema de “cost share’:

3
sj = a; + ki_jl Yik 109(pg) + v 109(Q) (128)

Restricoes de semietria: 0O sistema Sj é sujeito
as retricdes cruzadas entre equacoes: o coefi-
ciente de log(px) em s; € igual ao coeficiente
de log(p;) em sy



Elasticidades de Substituicao

A elasticidade de substituicao entre insumos j
e k, representado por Mk é relacionado com a
funcao custo C pela formula:
92C
Cif?ﬁ?ﬁ&

Nik — 9C oC (129)
dp; " Opy,

Para a funcao de custo translog temos:

vjk:;jsk para j # k

J

= L2 130

o { 7‘7‘74—82‘7 7 para j=k (130)
5j
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Propriedades da Funcao Custo

Homogeneidade:

[ o1t ar+taz=1
Y11 + 712 + 713 =0
Y21 + 722 + 723 =0
v31 + 32 +7v33 =0
\71Q+72Q+73Q=0)

Monotonicidade: Participacdes (shares) ndao po-
dem ser negativas. O lado direito das equacdes
de shares nao podem ser negativos para quais-
quer combinacdes de precos de fator e pro-
duto.

Concavidade: esta condicao requer que a ma-
triz de elasticidade de substituicao seja dada
por (130) seja negativa semidefinda para qual-
quer combinacao de Sj- E possivel mostrar que
uma condicao necessaria e suficiente é que a
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matriz v, seja negativa semidefinida. Os ele-
mentos da diagonal principal nao podem ser
POSitivos.

Especificacao estocastica: adicionar termos de
erro nas equacoes de share. Entretanto, jus-
ticativas diversas nao suficientes para adicio-
nar erros estocasticos nas equacoes de parti-
Ccipacao. Estimativa apenas das equacdes de
shares.



A natureza das restricoes

Com a adicdoes dos erros, O sistema é escrito
COMo:

s1 = a1+v11109(p1)+712109(p2)+7v13109(P3)+710 10
52 = as+721 109(p1)+v22 l0g(p2)+723 109(p3) +720 109
51 = a3+731109(p1)+732109(p2)+v33 109(p3)+719 l0g

(131)

O sistema possui 15 coeficientes. As restricoes
cruzadas e as de homogeneidade formam um
conjunto de 8 restricdoes. Isso significa que
0s 15 parametros podem ser descritos por 7
parametros.

a1 +oartaz=1 )
Y11 + 712 +713 =0
V21 + Y22 + 723 =0
731 +732 +733 =0
\ 110 + 720 + 130 =0 )
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Homogeneidade:

Y11 + 712 +713 =10
Y21 + 722 + 723 =0
731+ 732 +733 =0

Simetria:
Y12 = Y21
Y13 = 731
Y23 = Y32

Impor a restricao de homogeneidade € direta,
eliminando os parametros v 3:

s1 = a1+v11109(p1/p3)+v12109(p2/P3)+710 109(Q)+
s2 = ap+21109(p1/p3)+722109(P2/P3)+720 109(Q)+-
s3 = a3+731109(p1/p3)+732109(p2/P3)+710 109(Q)+=

(132)

Os shares soman 1 para todas as unidades. A
soma dos termos de erro € sempre zero, logo
a matriz de covariancia é X~ = Var(e1,e9,e3)
é singular. Solucao: se a terceira equacao for



eliminada para incorporar restricoes de soma
temos:

s1 = a1+v11109(p1/p3)+v12109(p2/P3)+710 109(Q)+
52 = ap+721 109(p1/p3)+722109(P2/P3)+720 109(Q)+-

(133)

Como 0s regressores sao predeterminados o
sistema com regressores comuns pode ser esti-
mado por regressao multivariada s.a. restricao
de simetria entre equacoes.

Esta estimacao com restricao pode ser trans-
formada em um estimacao irrestrita. I.e., O
sistema pode ser escrito no formato de coefi-
cientes comuns.
| s1
wi=| 2]

7. — | 1 0 log(p1/p3) log(p2/p3) 0
’ 01 0 log(p1/p3) 109(p2/P3)

log (@
0



0 = [a1, 02,711,712, 722, 7110:720]  (134)

Os demais parametros podem ser calculados
como residuo. Por exemplo,

Y33 =711 + 2912 + A22



Translog

> * calculado com OLS equacdo por equacio.
Estimativa do modelo por RE.
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Table 4.3: Simple Statistics (Sample Size = 99)

Labor Capital Fi

Output in
kilowatt hours share  share  sh
Mean 9.0 0.141 0.22"'7"’
Std. deviation 10.3 0.059 0.06:27”'

%

Table 4.4: Random-Effects Estima

Point  Standard
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