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Preliminares

O problema principal relacionado a necessidade
de simulacao numérica é a capacidade limitada
dos computadores lidarem com integrais. Ver
a discussao no livro.

Nos modelos de escolha discreta se tenta en-
teder os efeitos causais. Alguns destes fatores
que causam as escolhas sao observados e ou-
tros nao.

e 1 fatores observados;

e ¢ fatores nao-observados;

e y = h(x,e) a escolha dos agentes € relacio-
nada aos fatores por meio de uma funcao
(processo comportamental).



Como temos um fator nao observado, ¢, entao
a escolha dos agentes nao € deterministica.

e f(e) funcao de densidade de ¢, que é con-
siderado aleatorio.

A probabilidade de que um agente escolha um
resultado do conjunto de possibilidades é sim-
plesmente a probabilidade de que os fatores
nao observados sao tais que O processo com-
portamental resulta na escolha:

P(y | x) = Prob(e s.a. h(x,e) =vy)

Defina a funcao indicadora I[h(xz,c) = y]: ela
assume 1 quando for verdade e O caso contrario.
Entao a probabilidade de que o0 agente escolha
y € 0 valor esperado da funcao indicadora so-
bre todos os valores possiveis dos fatores nao



observados:

P(y | x) = Prob(I[h(z,e) =y]=1) =
= [ 1Th(z,&) = ylf()de (1)

Para calcular a probabilidade, a integral deve
ser solucionada.

Expressao forma-fechada completa

Suponha um modelo logit binario. Na com-
pra ou nao de um produto a pessoa obtém al-
gum beneficio (positivo ou negativo). A parte
da funcao utilidade observada pelo economista
é B'x: x € o vetor de varidveis e 8 o vetor
de parametros. A parte nao observada, ¢, da
funcdo utilidade é aditiva: U = Bz + . As-
suma que ¢ € distribuido logisticamente. Entao
a densidade é:

f(e) =e*/(1+e)°



e distribuicao cumulativa é:

Fe) =1/(1+ e )

A pessoa toma uma acao se a utilidade é po-
sitiva (beneficio).

A probabilidade de acao é dada por:

P = /I[ﬂ’m—l—s > 0] f(e)de

= [ 1l > —p'al f(e)de
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Simulacao completa

A simulacao é aplicavel a qualgquer especificacao
de h ou f. A simulacao se apoia no fato de que
integracao sobre uma densidade é uma forma
de calcular média.

Considere a integral ¢ = [t(e)f(e)de, tal que
t(e) € uma estatistica baseada em ¢ que tem
densidade f(e).

Esta integral ¢ € o valor esperado de t sobre
todos os valores possiveis de . Esta média
pode ser aproximada em uma forma intuitiva.
Tome muito sorteis de € da distribuicao f, cal-
cule t(e) para cada sorteio (draw) e tome a
meédia dos resultados. A média simulada € um
estimador nao-viesado da média verdadeira. A
Meédia verdadeira € aproximada a média que 0s
sorteios — oo.



Este conceito de simulacao é a base de todos
0S métodos de simulacao. Como dado pela
equacao (1), a probabilidade de um resultado
particular € uma média da indicadora I(-) so-
bre todos os valores possiveis de . A proba-
bilidade, quando expressa dessa forma, pode
ser simulada diretamente usando a seguinte re-
ceita:

1. Tome um sorteio de ¢ de f(e). Chame
este sorteio de !, onde o superescrito re-
presenta aqui a primeiro sorteio.

2. Determine o quanto h(:z;,sl) = y Ccom este
valor de e. Entdo crie I1 = 1; caso contrario
faca Il = 0.

3. Repita 0os passos 1 a 2 muitas vezes, para
um total de R sorteios. O indicador para



cada sorteio € denominado I" para r =
1,2,...,R.

4. Calcule a média dos I"'s. A média é a
probabilidade simulada:

_ 1 B
P(ny)—EE_:

Esta € a proporcao das vezes que 0S Sor-
teios dos fatores nao-observados, quando
combinados com as variaveis observadas x
resultam no resultado y.

Simulacao parcial, forma-fechada parcial

Suponha que os termos aleatdorios possam ser
decompostos em duas partes: 1 € e». Faca
a densidade conjunta ser f(e) = f(e1,e2). A
densidade conjunta pode ser expressa como O
produto de uma densidade marginal com e uma



condicional: f(e1,e2) = f(en | €1)f(e1). Com
esta decomposicao a probabilidade na equacao
(1) pode ser expressa como:

— 5 [/52 I[h(x,e1,e2) = ylf(ea | e1)den| f(e1)deq
(3)

Suponha que existe uma forma-fechada para a
integral no colchetes. Denomine esta formula
de g(e1) = [, I[h(z,e1,e2) = ylf(ea | e1)des
que é condicional ao valor de 1. A probabili-
dade entao passa a ser:

Plylo)= [ gefedsr  (4)

€1

Se a solucao de forma fechada nao existe para
para esta integral, entao ela é aproximada por
simulacao. Observe que isto € apenas a média
de g sobre a densidade marginal de 1. A pro-
babilidade é simulada tomando draws de f(e71),



calculando g(e1) para cada draw, e tomando a
média dos resultados.

Este procedimento € chamado de particiona-
mento conveniente do erro. A integral sobre
eo> dado 1 € calculada exatamente, enquanto
a integral sobre 1 € simulada.

Existem claras vantagens desta abordagem so-
bre a simulacao completa. Integrais analiticas
SA0 ambas mais precisas e e faceis de calcular
do que as integrais simuladas.



Modelos de escolha discreta

Conjunto de escolhas

1. alternativas mutuamente exclusivas (esco-
lha de apenas uma alternativa);

2. 0 conjunto de escolha deve ser exaustivo
(mas se pode incluir a “nao-compra’”);

3. O numero de alternativas deve ser finito
(contagem).

Prababilidades de escolha: Random Utility Mo-
dels

Quem escolhe, n, possui J alternativas.



A utilidade obtida da alternativa j € Uy;,7 =
1,...,J. Esta utilidade é conhecida por quem
toma a decisao, mas nao pelo economista.

A alternativa ¢+ que possui maior utilidade é a
escolhida: se e somente se U,; > Uy, Vj # 1.

O economista nao observa a utilidade do toma-
dor de decisao. A funcao utilidade representa-
tiva € Vy,; = V(xy;,sn) Vj. x,; sd0 0s atributos
das ecolhas e s, sao atributos de quem decide.

Uma vez que nao se pode observar a utilidade
do tomador de decisao temos, a utilidade pode
ser decomposta em: U,; = Vi; + €5,5. €n; Cap-
tura os fatores que afetam a utilidade mas nao
estao em V.

A funcao de densidade conjunta do vetor sfnj =

{eni, - eng}t € representada por f(en). Esta



densidade permite escrever as probabilidades
de escolha da alternativa «:

P, = Prob(Upy; > Unj: Vi # i) (5)
= Prob(Vm- + e, > an —+ Engo Vi # Z) (6)
— PrOb(Enj —&ns < Vi — an1 Vi#1i) (7)

Esta probabilidade € uma distribuicao cumula-
tiva: probabilidade de que cada termo aleatorio
Enj —Eni €Steja abaixo da quantidade observada
Vi — Vyj. Usando a densidade f(en), esta pro-
pabilidade cumulativa pode ser escrita como:

Poi = | 1(enj = eni < Vog = Vajo Vi 7 )f (en)den
(8)
tal que I(-) é uma funcado indicadora. Assume
1 quando O que esta entre parénteses € ver-
dadeiro e 0O caso contrario. A integral assume
forma-fechada para alguns casos.

e Logit: utilidade é distribuicao de valor ex-
tremo iid;



e Nested logit: GEV;

e Probit: normal multivariada;

e Mixed logit: um parte que € especificada e
outra parte de ¢ é valor extremo iid.



Identificacao

O nivel absoluto de utilidade nao importa (ver
(8)). Apenas os parametros que sao estimados
S0 aqueles que capturam diferencas entre as
alternativas.

e E razoavel especificiar constante especifica:
Vnj = zy,; + kj, Vkj, tal que k; € uma cons-
tante associada a alternativa 3. Ela cap-
tura o efeito médio sobre a utilidade. o pro-
cedimento padrao € normalizar uma cons-
tante como zero: interpretacao de deslo-
camento em relacao a constante da alter-
nativa normalizada.

e Variaveis sociodemograficas. Atributos dos
“individuos” sao especificados para criar



diferencas entre as alternativas. Um exem-
plo de modelo é o seguinte:

Ub:O‘Tb+5Mb+9by+kb+8b
UC:OZTC+/BMC+€C

tal que 6, = 6P — 62 ¢ interpretado como
o efeito diferencial de renda Y entre as al-
ternativas b e ¢. O valor de 6, pode ser
positivo ou negativo.

Termo de erro independentes. A integral
(8) pode ter a dimens3o reduzida para (J—
1) utilizando a diferenca de termos de erro
€nji = €nj — €ng» 1-€. a diferenca em er-
ros das alternativas ¢ e 5. Entao ¢,; =
{€n1ir - Engit € um vetor de dimensao (J —
1). Escreva g(-) como a densidade destas
diferencas dos erros (&,;). A integral de
dimensao (J — 1) é:

Pni = /[(5nj7; < Vi — Vi Vi £ 1)g(Eni)dén;
(9)



Normalizacao e estrutura dos erros

Adicionando uma constante a utilidade de to-
das as alternativas nao muda a escolha. O
mesmo acontece quenado se multiplica cada
alternativa por uma constante. Equivaléncia:
Ui = Vnj+en; Vj € equivalente a Upi = AVpj+
enj VJ Para qualquer A > 0. E preciso normali-
zar a escala da utilidade.

Solucao: normalizar a variancia dos termos
de erro. Quando a utilidade € multiplicada
por A > 0, a variancia de cada Enj muda em
A2 1 Var(Aep;) = A?Var(e,;). Portanto, norma-
lizando a variancia do termo de erro equivale
a normalizar a escala da utilidade.

Normalizacao com erro iid. (Normalizacao

direta) Muito importante para a interpretacao.*
: 0 — .t 0 PN

Considere Unj = mnjﬂ—l—enj, tal que a variancia

*Cuidado ao se comparar modelos.



no terro de erro é Var(s ) = ¢2. Suponha que
a escala seja normallzada para 1. O modelo
original passa a ser: Uy, =« .(8/0) +¢;; com
Var(e ) = 1. Os coeﬂaentes originais sao di-
vidos pelo SD da parte nao-observada da uti-
lidade. O novo coeficiente reflete o efeito ob-
servado das variaveis relativo ao desvio-padrao
dos fatores nao-observados.

No modelo logit a normalizacao padrao é 772/6,
que é em tornode v1.6. Le. Up: = a] (8/0)V1.6+

enj COM Var(e,;) = 1.6.

Normalizacao com erros heterocedasticos.
AS vezes a variancia do erro pode ser diferente
para diferentes segmentos da populacao — a
variancia € diferente em cada segmento. Es-
tratégia: normalizacao geral da utilidade pela
variancia de UM segmento, e entao estimar a
variancia para cada segmento relativo ao “nor-
malizador.”



Normalizacao com erros correlacionados.
Caso complexo. Suponha a matriz de covariancia
para O caso de 4 alternativas.

011 012 013 014
. o o o
' 033 034
© 044
Uma solucao comum é normalizar os termos
de erro com respeito a uma variancia. Com
erros iid: oj; = o4 € 055 = 0 para @ = j. Nor-
malizando para o primeiro termo, temos:

k wgp wac
Q=1 - wpp Wy (11)

: . Wee
tal que k € a diferenca para o primeiro termo
de erro. Por exemplo, o parametro wy, € a
variancia da diferenca entre os erros da 1la e
3a alternativa relativa a variancia da diferenca
entre os erros da 1la e 2a alternativas. Uma
complicacao a mais aqui € que a diferenca dos



termos de erro inclui a covancia entre as alter-
nativas.|

Agregacao

Resultado agregado tem que ser ponderado
pela participacao de cada grupo n: enumeracao
da amostra. Considere uma escolha discreta
com probabilidade P,; que o tomador de de-
Cisao n ira escolher a alternativa ¢+ de um con-
junto de alternativas. Suponha uma amostra
de N tomadores de decisao, n =1, ..., N, sorte-
ada da populacao. Cada tomador de decisao n
tem um peso associado, wp. Uma estimativa
consistente do numero total de tomadores de
decisao na populacao que escolhem a alterna-
tiva ¢ € denominado de N;, que é simplesmente
a soma ponderada das probabilidade individu-
ais:

n

TE.g. Var(éno1) = Var(eno —en1) = Var(enn) 4+ Var(en1) —
QCOV(&?nQ, 5n1)-



A probabilidade média é N;/N. Derivadas médias
e elasticidades sao obtidas de forma similar.

Segmentacao. Quando o numero de variaveis
explicativas €& pequeno € assumem poucos va-
lores é possivel estimar os resultados agrega-
dos sem utilizar a amostra de tomadores de
decisqao. Suponha 8 segmentos: 4 niveis edu-
cacionais x 2 géneros. Possuindo dados do
nidmero de pessoas em cada segmento, o resul-
tado agregado pode ser estimado pelo calculo
da probabilidade em cada segmento, nao Sso-
bre individuos em cada segmento. O numero
de estimado de pessoas que escolheram alter-
nativa 7 €

8
Ni — Z wSPSi (13)
s=1

P,; € a probabilidade de que um tomador de
decisao no segmento s escolheu alternativa ¢ e
ws € O numero de pessoas em cada segmento
S.



Previsao

Similar ao procedimento de agregacao. Mas o
pPEess0s Sao precisam ser ajustados para refle-
tir mudancas antecipadas ao longo do tempo.
Com enumeracao amostral, a amostra é ajus-
tada tal que parece que a amostra é selecio-
nada no futuro. A amostra pode ser ajustada
pela (i) mudanca do valor das variaveis associ-
adas com cada amostra dos individuos e/ou (ii)
mudando 0S pesos associados com cada toma-
dor de decisao para refletir mudancas ao longo
do tempo desses individuos na populacao.



Modelo Logit



Modelo Logit
Probabilidades das escolhas

O modelo logit € obtido assum que cada e,
é distribuido como valor extremo iid (ou valor
extremo tipo I / duplo exponencial). A den-
sidade para cada componente nao-observavel
da utilidade é:

f(enj) = e nie=e (14)
e a distribuicao cumulativa é
—e tnjg
F(snj) — e (15)

A variancia desta distribuicido é 72/6. Assu-
mindo que a variancia é 12/6 estamos implici-
tamente normalizando a escala da utilidade.

A diferenca entre duas variaveis valor extremo
€ distribuida como logistica. L.e., se gy; € &y

7



- . - . o
Sao valor.ex’Frer.nc')u iid, enFao €nji = Enj — Eni
segue a distribuicao logistica:

6*

1+ e
A distribuicao de valor extremo possui cau-
das um pouco mais grossas do que uma nor-
mal (pode suportar mais casos extremos). A
distincao entre as duas nao costuma ser per-
ceptivel quando aplicadas aos dados. A hipotese
Ou caracteristica crucial da valor extremo é
que 0S erros sao independentes uns dos ou-
tros. A independéncia significa que a porcao
nao-observada da utilidade de uma alternativa
nao é relacionado com o termo nao-observado
de outra alternativa. Essa hipotese nao é tao
restritiva e pode ser interpretada como resul-
tado natural de um modelo bem especificado.®

F(ey i) =

(16)

*Sob a hipotese de independéncia, o termo de erro de
uma alternativa nao adiciona informacao ao pesquisa-
dor sobre o termo de erro de outra alternativa. Expli-
cado de outra forma, se especifica V,,; tal que o restante
da funcao utilidade (nao-observado) se essecilamente
um “white noise.”



A probabilidade das escolhas é uma reorga-
nizacao de (5):

P,; = PI’Ob(&“nj < eni + Vi — an, Vi #£1)

Se esse € considerado como dado, esta ex-
pressao € a distribuicao cumulativa para cada

enj Solucionado em g,; + V,; — V5. Em termos

da distribuicao valor extremo sera: exp(—exp(—(g,;+
Vi — Vij))). Como por hipotese a distribuicao
cumulativa sobre todo 5 #+#= ¢ € o0 produto das
distribuicoes cumulativa individuais:

_ o (EniTVni— Vi)

Ppileni= [] e™° Toooan
JF1

Como ¢,; nao é dado, a probabilidade de es-

colha € a integral de P,; | €,; sobre todos os

valores de g,,; ponderada pela densidade (14):

(it Vni—Vni) e o€y
Pm,:/<H€ e \EniTVng n3>€ Enip—e mdgni

j#i
(18)



A manipulacao desta equacao e fazendo an =
B’a:nj resulta na expressao de forma-fechada
para a probabilidade de escolha logit:

eﬂlxm'

Bl > ' Tn;

P (19)

Propriedades das probabilidades logit:

1. 0 < P,; < 1. A probabilidade de uma al-
ternativa nunca é exatamente O e somente
sera 1 com uma alternativa.

2. % Pp=1.

3. Relacao da probabilidade logit com a uti-
lidade representativa € sigmoid. Relacao
em formato de S. Mudancas no regresso-
res tem pouco impacto quando a probabi-
lidade € elevada ou baixa. Os regressores



tem impacto quando a probabilidade esta
mais proxima de 0.5.

Por exemplo, no caso de uma escolha binaria
a probabilidade pode ser representada em uma
forma mais suscinta:

1

1 4+ P'eni—Pzna

Py = (20)

Parametro de escala

Em geral a utilidade pode ser expressada como:

U;;j = Vi, ‘|‘5er onde a variancia do erro é

o2 x (w2/6). Utilidade normalizada: Uy

Vpj/o + enj, tal que g,; = 6*27/0' O termo

ndao observado tem variancia n</6: Var(em) =

Var(e) /(7) = (1/02)Var(s ) = (1/02).0%2.72/6 =
72/6. Entao a probabllldade de escolha é:

6(6*,/0')587”'
SR G

Ppi = (21)




Cada coeficiente € re-escalado por 1/0. Ob-
serve que apenas a razdo (B *' /o) pode ser
estimada. Usualmente o modelo é expresso na
forma re-escalada: 8 = (8« /o).

O parametro de escala nao afeta a razao dos
coeficientes. Disposicao a pagar, valor do tempo,
e outras medidas de taxas marginais de subs-
tituicao nao sao afetadas pelo parametro de
escala. Apenas a interpretacao da magnitude
é afetada.

Efeitos Marginais

e O interesse € a determinacao dos efeitos
marginais de uma mudanca em um regres-
sor sobre a probabilidade condicional que
y = 1.



Para o modelo geral de probabilidade, o
efeito marginal do j-ésimo regressor é:

8Prob[yi =1 | X'i]

Dado um modelo especifico existem diver-
sas formas de se calcular o efeito marginal.

P

E indicado se utilizar N~1 Y, F/(2/3)B;, a
meédia amostral dos efeitos marginais.

Para o modelo logit, podemos utilizar a
média amostral de y. Entdo F(x'8) = ¢
e Fl(/’8) = F/(F~1(y)). Isto implica que
o efeito marginal sera:

y(1 —9)B;

Dicas praticas:



— Varios estudos apresentam apenas O CO-
eficientes de regressao.

— Os modelos padrao de resultado binario
sao modelos de um unico indice, por-
tanto a razao de dois coeficientes de
regressores € igual a razao de efeitos
marginais.

— QO sinal do coeficiente fornece o sinal do
efeito marginal.

— Os coeficientes podem ser usados para
obter um limite superior dos efeitos mar-
ginais.

Poder e limite

ITA - O modelo logit apresenta certo padrao
de substiuicdo. E resumido na independéncia
de alternativas irrelevantes (IIA).



Para qualquer 2 alternativas ¢+ e k, a razao das
probabilidades logit é:

= = (22)
Pk evnk/ Zj evm
V .
evnk:

Essa razao nao depende de outras alternativas
que nao sejam e k. Em muitas aplicacoes esta
propriedade € muito util e realista, em outras
nao.

Inadequacao: caso do Onibus azul e vermelho
(Chipman e Debreu).T E o pior cendrio para o
modelo logit.

e Consumidores escolhem entre dirigir um carro
para o trabalho ou tomar um onibus (ver-
melho):

fBaseado nas notas de aula de Aviv Nevo e Ariel Pakes.



— trabalhar em casa nao é opcao

— decisao do quanto trabalhar nao depende
do transporte

e Metade dos consumidores escolhe o carro
e metade o Onibus

e Artificialmente introduza uma nova opcao:
um Onibus azul

— consumidores nao enxergam cores

— sem mudanca de preco ou Servico

e Na realidade metade continua escolhendo
carro e a outra metade se divide entre Onibus
vermelho e azul. Também nao ha mudanca
no bem-estar dos consumidores.



e Suponha que usamos um modelo logit sim-
ples para analisar o bem-estar gerado pela
introducao do onibus azul:

u;it = Vit + €4t

t =20 t =1
observado previsto observado

OpCcao u V; u Vi1 u Vi1
carro 0.5 0

onib. vermelho | 0.5 0

onib. azul

bem-estar In(2)

Agora introduzimos o Onibus azul. Como o0s
consumidores nao enxergam cor, a utilidade

observada V é a mesma para o Onibus azul
ou vermelho. Se isto é verdade temos:



t=20 =1
observado previsto observado
OpCcao u V; u V; u V;
carro 0.5 0 0.33 O 0.5 0
onib. vermelho | 0.5 0 0.33 0 0.25 In0.5
Onib. azul 0.33 0 0.25 In0.5
bem-estar In(2) In(3) In(2)

Substituicao proporcional

A mesma questao pode ser expressada em ter-
mMos de elasticidades-cruzadas da probabilidade
logit. Vamos considerar mudar um atributo da
alternativa 5. Queremos saber o efeito desta
mudanca sobre as probabilidade de todas as
demais alternativas. A elasticidade-cruzada é:

Eiznj — _Bzznjpnj (23)

onde z,; € o atributo da alternativa j e 5, € 0
seu coeficiente.



Essa elasticidade-cruzada é a mesma para todo
1. 72 nao entra na formula. A melhora nos atri-
butos de uma alternativa reduz as probabilida-
des de todas as outras alternativas na mesma
proporcao.

Este padrao de substituicao € uma manifestacao
da propriedade IIA.

Dados em painel

Pode ser incluido no modelo logit analise de
paniel: efeitos fixos. A utilidade que o in-
dividuo n obtém da alternativa 5 no periodo

-

t e:
Unjt — ant + Enjt (24)

Se g, € distribuida como valor extremo, inde-
pendente sobre n, 5 et, entao as probabilidades
de escolha sao:

Vit

. (25)



Neste caso, cada situacao de escolha de cada
individuo € uma observacao separada.

Aspecto dinamico, por exemplo, de formacao
de habito de consumo pode ser capturado com
a seguinte estrutura:

Vinjt = 0Ypii—1) T BTnjt
tal que Ynjt = 1 quando n escolhe a alternativa
7 emt. Com «a > 0, a utilidade da alternativa
7 No periodo corrente € maior se a alternativa
9 foi escolhada no periodo anterior.

Funcao nao-linear

Em modelos estruturais € comum a necessi-
dade de estimativa de funcdoes nao-lineares. Um
exemplo discutido por Train € o caso da esco-
lha entre bens e lazer. Assuma que cada pre-
feréncia do trabalhador possa ser representada
por uma utilidade Cobb-Douglas:

U=(1-8)InG+3InL



O parametro B reflete a preferéncia relativa
por bens e lazer, com niveis elevados de 8 im-
plicando maior preferéncia por lazer em relacao
ao trabalho. Cada trabalhador possui um salario
por hora fixo w. O trabalhador escolhe o numero
de horas de trabalho que maximize U sujeito a
dotacao de horas e a restricao orcamentaria.

Quando € adicionado a escolha do meio de
transporte ao problema temos um problema
condicional da escolha do carro. O trabalha-
dor maximiza U sujeito a restricao de horas
para trabalhar, lazer e transporte e a restricao
orcamentaria (incluindo o custo do transporte).
A utilidade que Train e McFadden (1978) usam
no BART project é:

Uj = —a (cj/wﬁ + wl_ﬁtj) (26)
aqui 3 = carro e Onibus. O custo do transporte
(viagem) é divido por w?® e o tempo de viagem
é multiplicado por wl=8. O parametro que

representa a preferéncia por bens e lazer entra
na utilidade de forma nao-linear.



Excedente do consumidor (CS)

Definicao: utilidade (em moeda) que a pessoa
recebe na situacao de escolha.

Defina:
CSn = - max(Uy;) (27)
On ]
tal que o, é a utilidade marginal da renda:
AUy /dYn = apn, dado que Y, € a renda da pes-
soa n. Sabemos que o0 pesquisador nao observa
Uy,;. Na notacao logit o CS €:

E(CSn) = ~E[max(Vy; +e.)]  (28)

On J

com a expectativa sendo todos os valores possiveis

de €,,;. COmMoO se assume g,; valor extremo iid €
a utilidade € linear na renda, a equacao acima
pode ser escrita como:

J
E(CS,) = - In (Z ean) +C, (29)
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tal que C é uma constante desconhecida que
representa o fato de que o nivel absoluto de
utilidade ndo pode ser medido (em termos praticos
C pode ser ignorada).

O total do excedente do consumidor é calcu-
lado na populacao € calculado como soma pon-
derada de E(C'Sy) sobre uma amostra de toma-
dores de decisao. Os pesos refletem o numero
de pessoas na populacao que lidam com as me-
sas utilidades representativas do modelo amos-
tral.

A mudanca no excendente do consumidor que
resulta de mudancas na alternativas e/ou do
conjunto de escolha € calculado a partir de
(29) (é o fundamental para analise de efeitos
de politica). A mudanca € caculada pela dife-
renca do CS po6s (1) do pré alteracao (0):

1 0]
1 vt Zyo
AE(CS,) =—[In| Y emi| —in| 3 e'm
on | \j=1 j=1 |




Para calcular CS é preciso ter estimativa da
utilidade marginal da renda o5. Usualmente
uma variavel de custo ou preco entra na uti-
lidade (e se toma o valor absoluto como ap).
(Em geral se assume que a utilidade marginal
da renda é independente da renda).



Derivadas e elasticidade

Quanto muda a probabilidade logit com res-
peito a alteracao em algum fator observado
na funcao utilidade. A mudanca na probabi-
lidade de escolha da alternativa + dado mu-
danca no fator observado z,; (mantendo a uti-
lidade representativa das demais alternativas
constante):

opP,;, O (eVm-/ >j eV )

. V..
_ evm (9me B e n evm, 8me

eV 0zpi  (T;eV)2 0 Oz

oP, oV,
9 == nsz;(l _P’m’) (31)
cni Ozp;

Se a utilidade representativa é linear em z,;
com coeficiente 3,, a derivada se torna 8, P,,;(1—

Pm’)-



O quanto muda a probabilidade quando muda
um atributo de outra alternativa? Quanto a
probabilidade muda quando muda znj?

OP,; 0 (eVm'/ > €V”"“>

8znj 8an

Vi :
(Zj eVnk)? aznj

oP,; oV, i
A e — Pnipnj (32)
8zm- 8znj

Quando an é linear em Zp; COM coeficiente 5;,
entao esta derivada cruzada € —B:P,; Py;.

Elasticidades. A elasticidade de P,; com res-
peito a z,;, uma variavel entrando na utilidade

da alternativa 1, é:
L OPp; zp;

VZmi
e aznz’ P

(33)



oV, '
= TP (1 — Ppy)
Ozp P
oV,
12n; — 9 nz(l — Pri)zni (34)
Zni

Se a utilidade representativa é linear em z,;
com coeficiente B, entao E;, . = B2(1—Fy;)zp;.

A elasticidade-cruzada de P,; com respeito a
uma variavel entrando na alternativa j é:

= iz (35)
g aznj P
8an
iZn; 9z, (1-— Pnj)znj (36)

No caso da utilidade linear a elasticidade cru-

zada é Eiznj = —Bz(l — Pn])znj



Estimacao

Amostra exogena. Suponha uma amostra de
N individuos. Como a probabilidade logit é
forma-fechada o ML tradicional pode ser apli-
cado. A probabilidade da pessoa n escolher a
alternativa que observada é:

[ (Pri)¥m (37)

1
onde y,,;, = 1 se a pessoa n escolher ¢ e zero
caso contrario. Note que uma vez que y,; =
O para todas as alternativas nao escolhidas e
P,; é elevado a zero, entao esse é termo € a
probabilidade de escolha de .

Assumindo que cada escolha é independente,
a probabilidade de cada individuo na amostra
escolher 1 €;:

N
L) = 1] 1] (Pni)¥ (38)

n=1 1
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onde B € um vetor contendo os parametros do
modelo. A funcao log-verossimilhanca é:

N
L(B)= D> uyniln Py, (39)
n=1 1

e 0 estimador do valor para f maximiza esta
funcao.

Amostras baseadas na escolha. Em algumas
situacoes a selecao da amostra pode ou deve
possuir viés sobre alguma escolha. Isto pode
dar origens a base de dados hibridas: parte com
amostragem aleatoria e outra parte sem. Se o
pesquisador esta usando uma amostra baseada
nas escolhas e incluiu uma constante especifica
as alternativas, entao o modelo logit estimado
COMO Sse a amostra fosse exdgena produz esti-
mativas consistentes com a excessao das cons-
tantes. Além disso estas constantes sao vi-
esadas por um fator conhecido e podem ser
ajustadas para serem consistentes.



Em particular, a expectativa da constante es-
timada para a alternativa 3, denominada &j é
relacionada com a constante verdadeira oz}'f por

E(&J) = Oé;f — |ﬂ(Aj/Sj) (40)

onde A; € a participagcao dos tomadores de de-
Cisao na populacao que escolhe a alternativa
7, € Sj € a participacao na amostra baseada na
escolha de quem escolheu a alternativa j.



Testes

Métrica de ajuste: razao de verossimilhanca
(LR). LR mede o quao bom é o modelo es-
timado em comparacao a um modelo em que
todos os parametros sao zero. A estatistica
LR é definida como:

 LL(B)
LL(0)

tal que LL(B) é o valor da funcio log-verossimilhanca
com o0s parametros estimados e LL(0) € a mesma
com funcao assumindo O para todos 0os parametros.
A LR vai de zero a um. Zero quando quando

OS parametros estimados nao melhores do que
LL(0). Um quando os parametros estimados
preveem perfeitamente as escolhas observadas.

(41)

ASSim CoOmo em regressoes se usa estatisticas
t. Para hipoteses mais complexas se pode usar
estatisticas LR especificas (ver Hayashi, cap.
7).
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Nested Logit

Um modelo nested logit € adequado quando
O conjunto de alternativas que o individuo en-
frenta pode ser dividida em subconjuntos, cha-
mados de ninhos (nests). Para este caso se
tem as seguintes propriedades:

1. Para duas alternativas que estao no mesmo
nest, a razao de probabilidades é indepen-
dente dos atributos ou existéncia de todas
as demais alternativas. IIA vale dentro de
cada ninho.

2. Para duas alternativas em nests diferen-
tes, a razao de probabilidade pode depen-
der dos atributos de outras alternativas nos
dois nests. IIA nao vale em geral para al-
ternativas em nests diferentes.

13



Exemplo. Suponha um conjunto de alternati-
vas para o trabalhador: dirigir sozinho para o
trabalho, carona (carpooling), onibus ou trem.
Se qualquer alternativa for removida, as pro-
babilidades de outras altrenativas deveria au-
mentar. A questao relevante sobre as proba-
bilidades é: qual a proporcao de aumento das
probabilidades quando uma alternativa € remo-
vida?

Probabilidade (A%):

com a alternativa rer

Alternativas Original Carro Carpool Onit
Carro .40 45 (12.5) .52 (
Carpool .10 .20 (100) 13 (
Onibus .30 .48 (60) .33 (10)

Trem .20 .32 (60) 22 (10) .35 (

Observe que as probabilidades para Onibus e
trem aumentam na mesma proporcao quando
uma das outras alternativas € removida. IIA



vale entre estas duas alternativas. Portanto,
chame este ninho de ‘coletivo.” Similarmente,
a probabilidade de carro e carpool aumentam
na mesma proporcao quando uma das alter-
nativas anteriores for removida. IIA vale entre
estas duas alternativas. Forme um nest com
estas duas alternativas: ‘auto.’

Auto Coletivo

Carpool Carro Trem Onibus

Uma forma de mostrar os ninhos é com o di-
agrama de arvore. Em cada tronco a propri-
edade IIA vale. I.e. no segmento ‘auto’ vale
a propriedade IIA, mas nao entre escolhas de
nests diferentes.



Probabilidades

Faca o conjunto de alternativas j ser dividido
em K subconjuntos nao sobrepostos represen-
tados por B4, Bop,..., B € denomine de nests
(ninhos). A utilidade do individuo n obtida da
alternativa 5 no nest B, € representada por

Unj — an + SIVE

tal que V,,; € observado pelo pesquisador en-
quanto ¢,,; € 0 termo nao observado.

Distribuicao

A distribuicao cumulativa do termo nao obser-
vado é:
( _ - )\k\

F(ep;) =expy— > | X exp <—5nj/>\k) S

(42)
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Esta distribuicao € um tipo de GEV. AqQui a
distribuicao marginal de cada Enj é valor ex-
tremo univariada, mas com 0s Enj correlaciona-
dos com o0s ninhos. Para qualquer duas alter-
nativas 37 € m no ninho By, Enj é correlacionado
com enm. Para qualquer duas alternativas em
nests diferentes, a parte nao-observada da uti-
lidade é ainda nao-correlacionada: COV(€nj,€nm) —
O para qualquer 3 € B, € m € By com | = k.

Aqui A\ mede o0 grau de independéncia da uti-
lidade nao-observada entre as alternativas no
ninho k. Um alto valor de A\, significa maior in-
dependéncia € menor correlacao. A estatistica
(1 — A\p) € a medida de correlagao — se A\ au-
menta entdao se tem menos correlacao (a es-
tatistica cai).* Se A\, = 1 entdo se tem com-
pleta independéncia entre as alternativas e o
nested logit se torna o logit tradicional.

*Na verdade, esta correlacao é complexa, mas esta es-
tatistica € um bom indicador.



Probabilidades

Dada a distribuicao da utilidade nao-observada,
a probabilidade de escolha da alternativa ¢ € By,
é:

. Ar—1
eVni /Ay (ZjeBk eVnJ/A’f) g

s (43)
S (ZjEBke i/ k)

P =

Podemos usar esta formula para mostrar que
a IIA vale em cada subconjunto de alternati-
vas mas nao entre subconjuntos. Considere
as alternativas : € B, e m € B;. Dado que o
denominador de (43) € 0 mesmo para todas
as alternativas a razao de probabilidades é a
razao dos numeradores:

| oA A—1
Pri GW"/Ak(ZbeBkGW”/NO

. AN—1
Pom evnm/Al (ZjEBl evng/kz) l

(44)



Se k=1 (i.e. i € m estdo no mesmo ninho)
entao os fatores entre parénteses se cancelam
e temos:

Pni _ evm/Ak

an o GVnm/Al
Esta razao é independente para todas as outras
alternativas. Parak # 1 (i.e. i e m estao em di-
ferentes nests), os fatores entre parénteses nao
se cancelam. Neste caso a razao das proba-
bilidades dependem dos atributos de todas as
alternativas nos ninhos que contém ¢ € m. Ob-
serve que as probabilidades apenas dependem
dos ninhos que contém 7 e m (“independéncia
dos nests irrelevantes - IIN").

(45)

O valor de A\, deve ser fixo entre individuos e
situacoes de escolha. O valor de A, deve estar
em um intervalo particular para o modelo ser
consistente com o comportamento maximiza-
dor de utilidade. Se 0 < A\, < 1 para qualquer k,



entao 0 modelo € consistente com o compor-
tamento maximizador. Para A > 1 o modelo
€ consistente para certo intervalo de variaveis
explicativas mas nao todos.T

Decomposicao em dois logits

Forma tradicional de representacao do nested
logit. A utilidade pode ser decomposta em
duas partes: (1) uma parte denominada de W
que € constante para todas as alternativas em
um ninho e (2) uma parte denominada Y que
varia sobre as alternativas em um nest. A uti-
lidade é escrita como:

Unj = Wk + Ynj + €njg (46)
para j € B;, tal que:

f\Valor negativo ndo consistente, mas implica reduc3o
de utilidade com melhoria de atributos.



W, depende apenas das variaveis que descre-
vem o ninho k. Estas variaveis diferem en-
tre 0s nests mas nao nas alternativas em
cada ninho.

Y,; depende das variaveis que descrevem a al-
ternativa 5. Estas variaveis mudam nas al-
ternativas em cada ninho k.

Esta decomposicao é geral, pois para qualquer
Wnkf Ynj — an — Wnk-

Esta decomposicao permite escrever as proba-
bilidades nested logit como o produto de duas
probabilidades logit. A escolha da alternativa
1 E Bk: e:

Ppi = Pnz'|BkPana (47)
onde P

ni|B, € @ probabilidade condicional de
escolha da alternativa ¢+ dado que a alternativa



do nest By € feita e P,p,_ € a probabilidade
marginal de escolher uma alternativa no nest
By..

As probabilidade marginal e condicional sao:

eWnk+AkInk
nB = S W (48)

Yyi/A
ZjEBke n]/ K
tal que

I, =1In Z e¥nj/ M
JEDBY,
(I, conecta os o modelo logit inferior com o
superior).

A probabilidade de escolher o nest B;. depende
da utilidade esperada que a pessoa recebe da-
quele nest. Esta utilidade esperada inclui (i) a
utilidade recebida sem importar a escolha a ser



feita (W,,), (ii) mais a utilidade adicional que
se recebe pela escolha da melhor alternativa
dentro do nest escolhido (Ail,x).



Paired Combinatorial Logit

Cada parte de alternativas é considerado como
um nest. Dado que cada alternativa forma um
par com cada outra alternativa, entao cada
alternativa € membro de J — 1 nests. Um
parametro Aij indica 0 grau de independéncia
entre as alternativas 7 e j.

A probabilidade de escolha do modelo PCL é:
—1
J

Ai
2 ji eVni/Xij (evm/)‘ij + evnj/)\ij)
P =
" i1 A (evnk/)\k:l 4+ ean/)\kl))‘kl
(50)

A soma no numerador é sobre todos os J — 1
nests que a alternativa ¢ faz parte. Para cada
um destes nests, o termo sendo adicionado
O mesmo como O numerador da probabilidade
nested logit. Entao o PCL é como o0 nested
logit exceto pelo fato de que ele permite que ¢
esteja em mais de um ninho. O denominador
também assume a forma como no nested logit.
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Nested logit generalizado

Ninhos de alternativas sao denominados de B1, Bo, ...

Cada alternativa pode ter um membro em mais
de um ninho. Uma alternativa € alocada entre
OS nests, e estando mais alocada em alguns
ninhos do que em outros. Um parametro de
alocacao ke reflete o quanto cada alternativa
Jj € membro do nest k: tal que «aj; > 0 Vy, k.
Assumindo que ) rajr = 1Vj, isso descreve a
proporcao de distribuicao da alternativa entre
0S nests.

A probabilidade de escolha da alternativa 7 é:

2k <aikevm) A (ZjeBk (Oéjkevnj)l/kk) Ao

A
Z{;l (ZjEBk <Oéjlevnj)1/>\l) [

P =

(51)

A formula é similar ao nested logit, exceto pelo
fato de que numerador € a soma sobre todos
16
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OS nests que contém a alternativa ¢, com 0s
pesos aplicados a estes nests. A probabilidade
também pode ser escrita na forma de ‘dois
logits.”

Z ni| By Pk (52)

tal que a probabllldade do nest k é:

(EjEBk (crjpe¥) 1/>\k,)>\k

A
Zjil<2beBk<gﬁ3”01ﬁM>l

e a alternativa da alternativa ¢+ dado o0 nest k &
)1/Ak

Pnk:

(Oé’lke ni




Efeito parcial

e Para x; continua podemos escrever o efeito
parcial:

OP(y=j|x)
axk

J
=Ply=jlx) {Bjk— {Z Bhi exp(x

h=1
onde B, € o0 k-ésimo elemento de (3;, e
g(z,8) =1+ 5 _; exp(xBy).
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